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XLIV: Allgemeine Theorie der Raumkurven und 
Fiftchen II. Teil von Prof. Dr Victor Kommerell 
in Reutlingen und Professor Dr. Karl Kommerell 
in Heilbronn. M. 5.80. 
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XLVIIl: Thermodynamik II. Teil von Prof. Dr. W. Voigt 

in Qöttingen. M. 10.—. 
XUX: Nichteuklidische Geometrie von Prof, Dr. Heinr. 
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Mathematische Geographie von Dr. Ernst Hartwig in Bamberg. 
Darstellende Geometrie IL Teil: Anwendungen der dar- 
stellenden Geometrie von Prof. Erich Geyger in Kassel. 



Oeschfchte der Mathematik von Prof. Dr. A. v. Braunmühl und 

Prof. Dr. S. Günther in München. 
Dynamik von Prof. Dr. Kari Heun in Karlsruhe. 
Technische Mechanik von Prof. Dr. Kart Heun in Kartsruhe. 
Oeodftsle von Prof. Dr. A. Galle in Potsdam. 
Allgemeine Funktionentheorie von Dr. Paul Epstein in Straßburg. 
Rfinmllche projektive Oeoraetrle. 
Geometrische Transfonnatlonen II. Teil von Prof. Dr. Karl | 

Doehlemann in München. i 

Elliptische Funktionen von Dr. Karl Boehm in Heidelberg. 
Allgemeine Formen- und Invariantentheorie. 
LlnTengeometrie ILTell von Prof. Dr.KonradZindler in Innsbruck. 
Kinematik von Prof. Dr. Karl Heun in Karlsruhe. 
Elektromagnetische Lichttheorie von Prof. Dr. J. Classen in 

Hambui^. 
Gruppen- n. Substitntlonentheorie v.Prof.Dr.E.Netto in Gießen. 
Theorie der Fl&chen dritter Ordnung. 
Mathematische Potentialtheorie v. ProT Dr. A. Wangerin in Halle. 
Elastlzltfits- nnd Festigkeitslehre Im Bauwesen von Dr. ing. 

H. ReiBner in Berlin, 
ElastlzltSts- nnd Festigkeitslehre Im Maschinenbau von 

Dr. Rudolf Wagner in Stettin. 
Graphisches Rechnen von Prof. Aug. Adler in Prag. 
HShere DffferenHalglelchnngen von Prof. J. Hom m Clausthal. 
Grundlagen der theoretischen Chemie von Dr. Franz Wenzel 

in Wien. 

Elemente der Stereometrie 

Prof. Dr. Gustav Holzmiiller. 

Band I: Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 
Preis brosch. M. 6.—. geb. M. 6.60. 
„ II: Die Berechnung einfach gestalteter Kfirper. Mit 
156 Figuren. Preis brosch. M. 10.—, geb. M. 10.80. 
„ III: Die Untersuchung und Konstruktion schwierigerer 
Raumgebilde. Mit 126 Figuren. Preis brosch. M.9.— , 
geb. M. 9.80. 
„ IV: Fortsetzung der schwierigeren Untersuchungen. 
Mit 89 Figuren. Preis brosch. M. 9.—, geb. M. 9.80. 
Dies» Werk daifte wohl einzig In seiner Art dastehen, denn In so um- 
fassender und Erandllcher Welse ist die Stereonelrie noch nicht behandelt 
worden. Das wort „elementar" Ist dabei so zu nehmen, daß die höhere 
Analysls und im allgemeinen auch die analytische Raumgeomelrie ausge- 
schlossen bleiben, wahrend die synthetische neuere Geometrie In den Kreis 
der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es die Methoden der dar- 
stellenden Oeometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet worden Ist, sind 
streng konstruiert und last jede Ist ein Beispiel der darstellenden Oeometrie. 
Trotz des elementaien Charakteri geht diese neue Slereometrle weit 
Ober das übliche Ziel hinaus, gib! neben den Lehrsätzen umfangreiches Obungs- 
materlal, betont die Konstruktion und die Berechnung gleichmtlftlg und wird 
BD VIelMitlehelt and OedlegeDbelt des InbHlts wohl von keloem der 
hervorragenderen LehrbQcber erreiclit. 
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Torwort. 



Der XIIL Band der Sammlung Schubert „EiDfühning 
in die Theorie der Differentialgleichungen ndt einer on- 
abhfin^gen Veränderlichen" von Prof. Dr. L. Schlesinger 
in Elaasenburg (1. ÄuS^ 1900, 2. Auflage 1904), welcher 
sich die Aufgabe stellt, den Anfänger mit den Metiiodeu der 
analytiecben Theorie der Differentialgleichungen bekannt zu 
machen, beeohräokt sich auf algebraische Differential- 
gleichungen erster Ordnung und lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Von Herrn Prof. Dr. Schubert wurde ich aufgefordert, 
(außer einem später erscheinenden Bande über partielle Diffe- 
rentialgleichungeu) einen Band über gevShnliclie Differential- 
gleicbungen zn schreiben, welcher die im XIII. Bande nicht 
berücksichtigt«» Gegenstände, insbesondere anch die Diffe- 
rentialgleichungen höherer Ordnung behandeln soll 

Der vorliegende Band beschäftigt sich von vornherein 
mit Differentialgleichungen beliebiger Ordnung oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, mit STstemen von Differential- 
gleichtmgen erster Ordnung mit einer nnabhäDgigen und 
beliebig vielen abhängen Veränderlichen; ein näheres Ein- 
gehen auf Differentialgleichungen erster und zweiter Ord- 
nung ist natürlich nicht ausgeschlossen. Die Auswahl des 
Stoffes ist ans dem ausführlichen Inhaltsverzeichnis ersicht- 
lich; nach Vollständigkeit konnte nicht gestrebt werden. Die 



TV Torwort. 

von Sclklesiager außer Betracht gelassenen Gebiete, sowie 
Gtegenstände, welche Anwendungen auf Medianik, Physik, 
Afitronomie usw. znlasBen, werden bevorzugt. Andere Kapitel 
(wie die Differentialgleichung der G an 6 sehen bypergeome- 
tiiscbeo Reihe und die algebraischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit festen Verzweigungspunkten) werden 
unter Hinweis auf ihre eii^ehende Behandlung in Bd. XIII 
hier nur kurz berührt. Im übrigen habe ich mich nicht ge- 
scheut, im Interesse der Einheitlicbkeit des vorliegenden 
Werkes bereite von Schlesinger dargestellte G^nstände 
von neuem zu behandeln. 

Es sei noch besonders hervorgehoben, daß der vor- 
liegende Band nicht als Fortsetzung des von Sohlesinger 
verfaßten Bandes gedacht, sondern unabhängig vcai diesem 
verständlich ist. Außer der Lifimtesimalrechnung werden 
die Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen 
VerSnderlichen und der Determinantentheorie vorausgesetzt; 
Kenntnisse aus der Theorie der elliptischen Funktionen und 
aus der analytischen Mechanik sind nnr fOr einige Para- 
graphen erf(H:derlich, 

Zellerfeld (Harz), Oktober 1905. 
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Existenz der Lösungen einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung beliebiger Ordnung 
und eines Systems von Differential- 
gleichungen erster Ordnung. 



§ 1. Geirölmllelie Dlfferentialgleiehiingeii 

höhererOrdnniig und Systeme TonDiiferentialglelchaiigen 

erster Ordnnng. 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung ist eine 
Gleichnng zwischea einer unabhängigen Veränderlichen x, 
einer Fu^^on y von x und einem oder faiehreren Differential- 

quotienten -~- , -^-^ Ist -^~ der höchste vor- 
kommende DifTerentialquotient, so liegt eine Differential- 
gleichung «ter Ordnung vor. Wir achreiben sie in 
der Form 



<i) 



dx dx^ dx"! 



wo F eine (in der Regel analytische) Funktion der bei- 
gefügten Größen bezeichnen möge. Unter einer Lösung 
oder einem Integral der Differentialgleichung verstehen 
wir eine Funktion y von x, welche die Differentialgleichung 
identisch (d. h. für beliebige Werte von x) befriedigt; die 
Bestimmung der lÄsungen wird Integration der Diffe- 
rentialgleichung genannt. 

Hörn, Gswahdliclie Differentialgleichungen. i : ..i .. ^1 iCX^Q IC 



2 L Abeohnitt, Existenz der LOeungen ucrw. 

Wendet m&n die Bezeichnang 

* dx' * da:* ' 

an, eo kann man die DifferentialgleicIinDg »ter Ordnung (1) 
dnioh ein Sjetero von » DifFerentüugleiohangen erster Ordnnng 

dx * 

4,j,,i,',j^',...,!«-'.^)-0 

mit der unabhSngigen Veränderlichen x und den n ab- 
hängen Veränderlichen i/, y", ..., ^"-^> ersetzen. 

Wir betrachten im folgenden ein allgemeineres System 
von Differentialgleichnngen erster Ordnung, 
■ ■ • ' ' lab- 



d. h. ein System von » Gleichungen zwischen der unab- 
hänngen Veränderlichen x , den n Funktionen j/i , ^j > • • ■ , y« 
der Veränderlichen x und den »Differentialquotienten erster 

Ordnung -^, -j^ , ..., -p^. Wir schreiben dieses System 

in der Form 



^.(«.-■■--t'-.t) 



(2) 



■F. U,», 



dyi dy«\ 



•' doli 

.1 A.ocli^ic 
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wo P, , . . . , JPh (in der B«gel analjÜBclie) Funktioiien der 
beigefSgten Grfifien darstellec aollea. 

Wir denken uns diese n Gleichungen nach -r^, .... 

■— anfgelöet Wir erhalten so ein System von n Diffe- 

rentialgleiobungen (DifferentialB78tem) von der Gestalt 



dx 



'hix,yi, ...,Sn), 



(A) 



, dx 



= /-(«. yi. •■-, y«); 



hierin sind fi, . . . , fn Funktionen der n 4- 1 Ver- 
änderlichen X, tfi, . . . , tfm, vmd zwar setzen wir diese 
Funktionen, wenn nichts anderes angegeben wird, als ana^ 
lytiBch voraus. Ein System von n Funktionen Pi, ..., ifn 
der Veränderlichen x, welches die » Gleichungen (A) be- 
friedigt, wird eine Lösung oder.. ein Int^ralsystem des 
Differentialsystems (Ä) genannt. Unter der Integration des 
Systems (A) versteht man die Bestimmung der sämtlichen 
Lösungen. Wir beginnen mit dem Nachweis der Existenz 
der Lösungen *), 

Der Existenzbeweis gestaltet sich für ein System von 
n Differentialgleichungen nicht wesentlich schwieriger, als 
für eine einzige Differentialgleichung erster Ordnung 



*) Im ersten Abschnitt dürfen sämtlichen vorkommenden 
Großen komplexe Werte beigelegt werden. In denjenigen Ab- 
schnitten, in welchen wir für gewisse GrOßen nur reelle Wert« 
zulassen, wird dies ausdrücklich angegeben. 

••) Vgl. Schlesinger, EinfQluniag in d ie Th eorie der 
Differenfci^gleichungen , Sammlung Schubert XIIJ (künftig 
„Schlesinger, S. S." zitiert), §8 6—9. — Litoraturangaben zum 
I. Abschnitt finden sich in der Enzyklopfidie der mathematischen 
Wissenschaften, Bd. IIA, S. 189 ff. 
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. § 3. Beweis der Existenz 
der LSsongen eines Differentialsrstems; erster Teil. 

In dem Differeotialsystem (Ä) sei 

fii^, Vi, ■■',&*) (' = 1. -■-.») 

eine analj^tisclie Funktion der komplexen Veränder- 
licbeD Xf tf^ , ..., 1/n) ^reiche sich in der Umgebung 
der Stelle a: = a, ^1 = 61» ••■> y» ■=■ 6» regulär ver- 
hält Die Funktion fi ist also in eine Potenzreihe der 
« + 1 Größen a: — a, Ji — 61 , -■-, y« — 6« entwickelbar, 
welche konveigiert, wenn die absoluten Beträge dieser 
Größen hinreichend klein sind; es sei 

fi{x,t/i,...,yn) 

= 2'4% ^{^-«)'(yi -&I^...(^/--6»r" 
(»■, v,,,..,v«=o, 1,2,...) 

für 

|a: - o| ^ »• , 1^1 - fei I ^ fi , . . . , |y« — 6n| £ »•« 
konvergent, wo r , rj , . ■ ■ , r„ positive (von Null verschiedene) 
Größen sind. 

Wir weisen nach, daß das System (A) eine Lösung 

y( = ipi(x) {»-1, ...,«) 

besitzt, wo <pi{x) eine analytische Funktion der 
komplexen Veränderlichen x darstellt, welche sich 
in der Umgebung von x = a regulär verhält und für 
X'=a den Wert Oi annimmt 

Ist eine Lösung von dieser Form vorhanden, so besteht 
die Potenzreihenentwicklmig 

(S, , = , + (g),,_„, + ^(g),._„, + ,.,. 
wo unter 

die Werte verstanden sind, welche die Ableitungen der 
Funktion y, für x = a annehmen. Wenn man die Diffe- 
rentialgleichungen (A) wiederholt nach x differentiiert, indem 



§ 2. Beweis der Existenz der Losungen; erster TeiL 



die 


tfi, ..., yn als Funktionen von x aoffaßt, eihllt man 
Steichongen 




d"}, Sf, . Sf, ds, Sf, dy. 

dx' ~ ix '^ iy, dx "'"•■■"'" 5,. dx ' 


w 


dfy, i'f. J ü'f. du, S'f. dy.\ 
dif äx' ^ \dxey, dx ' "' SxSy. dxl 




+ as5 \dx) +^ay,Sy, dxdx+--+iyi [dxl 




.^fid'y,, .Sfid'y, 
"^ äj(, dl' "^ ■ ■ • "^ äj. dx< • 


Setzt man hierin x = a, ^i =- &i, ••., y» = ^hi so er- 
geben eich für 

(dyÄ Id^yA (dOyÄ 
\äxj„' \dxV„' IdÄs/a' ■■■ 



eindeutig bestimmte endliche W^erte. 

Wenn also überhaupt eine liöenng yi = <pi{x) (• — 1 , . . . , ») 
von der oben angenommenen Form voriianden ist, so kann 
es nur eine einzige sein. 

In § 3 vird nachgewiesen, daß die für i/( gefmidene 
Potenzreihe von a; — o für hinreichend kleine Werte von 
\x — o] konver^ert, also eine in der ümgebimg von x = a 
reguläre aualytiBohe Funktion <pi(ai) definiert. Wir nehmen 
an, der Konvergenzbeweis sei gefüJirt, und zeigen, daB die 
Däerentialgleichungen (A) identisch befriedigt werden, wenn 
man für yj , . . . , y„ die berechneten Gcihen einsetzt. Nadi 
Einsetzung dieser Reihen ist sowohl die linke als auch die 
rechte Seite der Gleichung 

g = ««,y.,...„.) 

eine Fotenzreihe von x — a; nach der Art, wie oben die 



(dy<\ (d^\ ^ ^ _._.. „„.«_, . 



Grroßen [-r^j , VJ^] > ■•■ berechnet wurden, stimmt für 
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X^a, i/j^ = hi, .■., Ph — K 4Üe yi^ Ableitung der linken 
Säte mit der vten Ableitung der rechten Seite äberün, 
wenn y ii^nd eine der Zaiilen 0,1,2,... darstellt; folglich 
stimmt die linke Seite für jeden Wert von x mit der rechten 
Seite nberein. 

Um die Potenzreihen (3) anf ihre Konvergenz za onteiv 
gadien, benutzen vir im nächsten Paragrar^en einoi 
funktionentheoretischen Hilfssatz, dessen Beweis hier 
noch g^eben werden möge. 

, J>ie analytische Ftmktion f{Xi , . . . , ^) der n Ver- 
änderiichen x^, ..., x^ läßt sich, wenn sie in der Umgebung 
der Stelle a^j = , . . . , a;, — = regulär ist, in eine Potenzreihe 

f(Xi, ...,x,) =^A, «a:;- . . . <■ 

{n,...,v,-0,l,2,...) 
«ntwiokeln, welche üoher in dem Gebiet 

]a^|Är,,...,|3;„|Sr, 

koQverg^ren möge, wo rj , . . . , r« von Null Tcrsdiiedeiie, 
endliche positive Gröfien seien. In dem erwähnten Gebiet sei 

|rt«i,-..,Ä)|s:Jf, 

WO M eine emdlidie positive Größe bezeichnet. Dann ist 

\A ,.1^ ^,,"^,. (-......r.-O, 1,2, ...).'■ 

Zum Beweise dieses Satzes benutzen wir den Cauohy- 
schen Integralsatz 



Till e — x 



f{x) ist eine in dem Gebiet 1*1 ^r reguläre analytische 
Funktion, und die Intention erstreckt sich über den Um- 
fang K des mit dem ßadius r am den Punkt x = be- 
Bchnebenen Kreises in positivem Sinne. DifTerentüert man 
v-mal nach x und setzt man x = 0, so eiiiält man 



^■m = £rß^r 



vGooqIc 



§ 2. Beweis der Existenz der Litauiigen; enter Teil, 
oder, wenn num aaf dem Kreüumfai^ £ 



f'^^^)-^(f(^'^^)'-''''^^- 



Nach dieser Formel ist, wenn wir unsere Funktion 
f{Xi , Xf, ..., Xn) zunächst als Fmiktion von Xi auffassen, 

atxO 

Die beiden Seiten dieser Gleichung htagen nur nooh 
von x^, ..., x^ ab. Nach Formel (ix) ist, wenn man x^ als 
Verfinderliohe betrachtet, 



In 

Indem man die vorletzte Gleichung f,-mal nach x, difieren- 
tiiert und ^ ~ setzt, erhSlt man 



ßa:!' Sa^ J 






C*,Zs,...,».)«-'(''>*'+*'*Jd#,rfd,. 
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So fortfahrend, findet man 

[ öi;'...5a:~ J 

i,,\...y.t r ff.^M .■.e".)e-'(-.».*-t'.»-)<i#,...(».. 



Nach dem Taylorschen Satze ist der Koeffizient von 
afi' ...3^ in der Fotenzreihenentwiokelung von f{Xi ,...,Xn) 
dargestellt duroh 

1 r ».*-t~/-(»„...,a .)i 

" ^ >■,!...>■.![ 8itr...öaJ J' 

Msn hat also 



~(2n)"r?...c/'T*' 



-l- ~ 



Nach der oben gemachten Voraussetzung ist 

IfCr,«»., ...,r.«"^')|ä3f: 
da 

[e-'('i*i+-+'-*-)| — 1 
ist, so hat man 

1^ -I^fä^öfc^/-/"*'-* 



K. l--=r^ 



*) YoQ Weierstrafi (Werke, Bd. I, S. 66ff.) wird diesec 
Satz aus der Theorie der Potenzreihen ohne Benutzung des 
Cauohf sehen Int^ralsatzeB hergeleitet. 

,.,:„.., .A.OOgIC 
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§ 3. Exlstonzbewels; zweiter TelL 

Zum Beweis der Konvergenz der in § 3 hei^eiteten, 
das Differentialsystem (A) formell befriedigeiidea Potenz- 
reihoi (3) beontzen wir die von Canchy als oalcal des 
limiteg bezeichnete Methode. 

Die in den Gleichungen (A) vorkommenden Funktionen 
fif ..., fn der n + 1 Veränderlichen ix, y^, ,.., y^ erfOllen 
für alle Wertsysteme der Veränderlichen, weldie den Be- 
dingungen 

\x — a\^r, |yi — 6il £*■,, ..., \ym — K\^rn 

genügen, die Ungleichung 

wo M eine endliobe positive Größe darstellt» Dann ist 
nach dem am Schluß von § 2 bewiesenen Satze, wenn die 



fi{x,y,,...,yn) =Z'^f,r„...,.M-''yfJf^-hP ■■•(Jf''-^y* 

(v, Vjj-.-.v.^O, 1, 2, ...) 
besteht, 

(5) I41„ J^;^;^^ (r,v.,...,,.-0,l,2,..,). 

Wir fiilmn die Hilfsfanktion 



(6) 



(-^)(-'^)-(-'-^^ 



ein, welche die Potenzreihenentwickelung 

-F(^.»„ ■••.».) -2',j;^;:r.(»-«)'(ä'.-»i)"-(!'- - W- 

(r,».,...,r.= 0,I,2,...) 
gestattet, so lauge 

j«-<i|<r, l»,-S,|<r„ ..., \y.-l>,\<r. 
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ist Der Eoeffisient 

M 

von (3; — o)''{yi — biY' . . . (y« — fc»)" in dieser Reihe ist positiv 
nnd nicht kleiner als der absolute Betrag des entsprechenden 
Koeffizienten J^^ _ ^ in der Beihenentwickelung von 

Wir setzen das Hilfsdifferentialsj'stem 

(7) ^=F{x, T„ ..., r„) (t = 1, ..., «) 

an und suchen eine LSstiDg desselben, welche die Bedingoog 

erfüllt. Durch die Substitution 

geht das S78t«m (7) über in 



(-^(-f)-(-t) 



und mati bat Z^, . . ., Z„ als Funktionen von x diesen 
DifFerentialgleichangen gemäß so zu beetimmen, daß fOr 
:c— «a Zi=,,. = Z„ = wird. Wenn wir unter iJ die 
kleinste der Größen r^, ...,rH verstehen, dürfen wir zur 
Verdnfachung r^, . . . , r„ durdi ü ersetzen. Wir haben 
dann die Differentialgleichungen 

dZ^ M 

""(-^)(-§)-(-§) '■■■' 

Da nunmehr die n Funktionen Z, , . . . , Z„ denselben 
DifTerentialgleichnngen und denselben Änfangebedingungen 
zn genügen haben, so müssen sie übereinstimmen, und wir 
können 

Z, = . . . = Z„ = Z 

r.,--:S....GoOQlc 
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setzen. Wir haben Z als Funktion von x so zu bestimmen, 
daß die Differentialgleiohang 

dZ M 

dx~ 



^)(-D" 



befriedigt ond daß tax x = a Z=0 frird. 

Darob Trennimg der Veränderlioben x und Z eibält man 
Mdx 



(-1)"" 



und durch beiderseitige Integration 
L_Z\'*'_ln + l)Mr 



log 1- 



WO C «ne Konstante ist, welche hier den Wert 1 annimmt, 
wie sich durch Einsetzung der zii3ammengeh5rigen Werte 
x-^a, Z=0 ergibt. Durch Auf lÖBmig naich Z erhält man 



=4-T 



i + (!L±i)^,„g(,. 



wo de^enjge Wert der (n + l)ten Wurzel zu nehmen ist, 
welcher siäi i&t x = a auf 1 reduziert. Hiemach ist Z 
eine analytische Funktion von x, welche sich in der Um- 
gebung von X = a regulär verhält und sich also in eine 
Potenzreihe von x ~a entwickeln läßt, deren Konvei^uz- 
kreis den Paukt x^a zum Mittelpimkt hat und durch die 
nächste singulare Stelle geht. Diese singulare Stelle ist 
der Wert 

a: = o + r(l-c"^+ü^O. 
für welchen der Aosdrack, aus welchem oben die (» + l)te 
Wurzel zu ziehen ist, verschwindet. Setzt mau 



so sind Z= Zj^=- ... =Z^ und damit auch I^^ , . . . , F^ in 
Potenzreihen von x — a entwickelbar, welche für |a: — a| < " 
konvei^eren. 
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Aus der Konvergenz der Beiben für T,, ..., F« ot- 
gibt sioli, daß auch die in g 2 für yi, .■ ., yn fto^^estelltfln 
Potenzreihen (3) für \as — ti| < @ konvei^nt eind. Um dies 
za zeigen, stellen vir die betraditete Lösung dea Hilfs- 
differentifjsyetems (7) in der Form 

dar, vo 

(dTi 






die Werte der Ableitungen von F( für x — a darstellen. 
Dmrdi wiederholte Diff^«ntiatiou der Gleichnngea (7) er- 
halt man: 





g_j(«, r,,..., r.), 




d?T, SF , SFdT^ , , ei dT. 




■3Ji--äJ + äIi"5F + --- + äf:-&' 


(10) 


d-Y, S'F 1 S'F dT^ S'I dT.\ 




e-FldYA> S'F dY.dT, S'F/dY.V 
^dl^\dxl^ äY,eY, d^ di:^--^ dYl\dxl 




SFd'Y, SF dfY. 
+ 5F, dx> '^ ' " '^ SY. dx> ' 






r, = ft. setzt, positive Werte für 


ld_Y,\ Id-TÄ ld^\ . 
\dxl.' \dx'l,' Xdse'l,' ' 


denn irgend eine partielie Ableitong 


a.«,+...+..y 




SirSYl-...SYl- 



)oy Google 
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der FonktioD F nimmt f fir X » a , y^ » ^ , . . . , Y%-='h% 
einen positiven Wert 

vW-...y^M 

an. Feroer ist, wie aus der Bildungeweise der Hilfsfunktion f 
hervorgeht, mit Rüokeicht auf (5): 

Wenn man nun die in § 2 aufgestellten Rekandons- 
f ormeln für 

IdjX IM 
\dxl,' WW.' '" 
mit den obigen Reknrsionsformelo für 
/dYA (ä^\ 
\dx// Kdx^Ja' 
vei^leicht und beachtet, daB der absolute Betrag einer 
Summe komplexer Größen höobstens gleich der Summe der 
absoluten Beträge ist, erhält man die Ungleichungen: 

i(mh(m <'-'^-->- 

Wir haben oben bewiesen, daß die Reihen (9) für 
1^ — a|<$ konvei^nt sind; daher sind auf Gnmd der 
Ungleichungen (12) auch die Reihen (3) für lx — a\<Q 
konvergent. Freilich ist damit nicht der wahre Konvergenz- 
bereich der Reihen (3) gefunden; es ist möglich, daß diese 
Reihen auch noch für Werte von x konveigieren, für welche 
I« — al>e ist 

"Vrtr fassen das Ergebnis von § 2 und § 3 in den 
folgenden, zuerst von Cauchy bewiesenen Satz zusammen; 

In dem Differentialsystem 

<^> If-W«, »>.•...!(.) (i-1, ...,») 

seien /, , ...,/;, analytische Funktionen der Ver- 
änderlichen x,yi, ..., yH> welche sich in dem Gebiet 
\x-a\^r, IVi-W^B, ..., \y„-K\^B 
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regulär verhalten. Überall in diesem Gebiete sei 

Das Differentialsystem (A) besitzt eine Ldsnng 

y, = (pi{x) {» = 1, ...,»), 

WO <fH(x) eine analytische Funktion von x ist, welche 
fQr x = a den Wert &« annimmt und sich für 

|a: — a|<r(l — e"t=+li*^) 

regulär verhält. 

Aufgabe. Zufolge der Differentialgleichung erster 
Ordnung 

dx 



'--Ha:,!!), 



deren recht« Seite sieh in der Umgebung von x== x^, y = y,> 
regulär verhält, entspricht dem Variablenzuwachs Ax ein 
FunktioQSZUwaohs J^, welcher nähernngsweise dargestellt 
wird durch 



A' =^ fix^ , y^) äx , 

A"'.-^f{xo + Ax,yo +A')Jx, 
A""='f(x^ + Ax, Po + A"')Ax . - 

Zum Beweise zeige man, daß der angegebene Ausdruck 
von Ay, nach Potenzen von Ax entwickelt, mit der genauen 
Beihenentwickluug von Ay bis zu {Ax}^ einschließlich über- 
einstimmt. 

Vgl. die Arbeiten über angenäherte numerische Inte- 
gration der Differentialgleichungen von ßnnge (Math. 
Annalen, Bd. 46), Heun (Zeitschr. für Math. u. Phys.» 
Bd. 45), Kutta (ebenda, Bd. 46). 
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§ 4. Beweis derlhdstenz der Lösungen eines Differentiil* 
Systems Termlttels snfczesslTer Ann&bemng. 

Wir ffihren einen zweiten Ezistenzbeweis, der odb einen 
gr^&eien Konvergenzbezirk liefern wird. Die dabei benutzt« 
Methode sakseBsiver Annäherung wird in der an- 
gewandten Mathematik vielfach rar angenäherten Int^^tioD 
von Biffereotialgleiobungen benatzt. Eine strenge ÄiuMldung 
hat Bie namentlich durch Pioard*) erfahren. 

Wir geben dem Differentialsystem (A), indem wir der 
bequemeren Schreibweise halber n = 3 annehmen, die Form 



U--r,(«,»,«). 



(B) 

[ dx 

Hierbä seien fi , f, analytische Funktionen von x,}/, e, 
welche sich in der Umgebung der Stelle x = a, y = b, 
e = e r^ulär veriialten, und zwar mindestens in dem Bereich 

\x-a\Ar, \y-b\^R, \z-c\^R; 
für alle Stellen x, y, e dieses Bereiches sei 

\f,(z,S,i)\s.M (i-1,2) 

und 

\ dy \ ' \ dz \ ^ ' " 

wo Jlf und Ä endliche positive Größen darstellen. Sind 
X, y, z und X, ^, ^ zwei beliebige Stellen des obigen Be- 
reichs, Bo ist 

\fi{^, y, O - M^, y, i!)\ ^HW- y\ + \^' A) **)■ 



•) Vgl. Picard, Traitö d'AnalyBe; Bd. H, 2. Aufl. (1905), 
S. 340ff. — Id betreff einer früheren Anwendung dieser Methode 
auf lineare Differentialgleichungen durch Fuchs vgl. Schle- 
singer, 8. S., 6. Kap. 
**) £b ist n&mlich: 

V ' 



16 I> Abschnitt. Exiatenz der LOnmgen usw. 

Wir suolien y und e als Fnnktioneti voa 2 so zu be- 
Btünmen, daß fm x = a y = b, e = c wird, 

Wir begiDDen mit den aDgenäherteii Wert€Q 

yo = 6 , 2o = c • 
Sodaon bestmmien wir die Funktäonea y^, e^ von x aas 
den Differenüalgleicliiuigeii 

mit den Anfangsbedingongea 

yi — & , ?, = c tfir x = a , 
weiterhin die FunktioDen y^jZ^ aus den DifTerentialgleichmigen 

mit den Anfangsbedingungen 

Ja = 6 , «j = c für a: = a 



usw. 


Allcrpmpjr 


1 ergebe: 


Q sich y«, 


«» aus 


den 


DifTerentiBl- 


Belebungen 
















dg. 

dx ~ 


W:, ».-. 


, ».-i), 






(13) 




dt. 
dx 


/,(*, ».-. 


,».-.); 






für» 
sein. 


= a soll 


V. 


,-i, ». 


-« 







die IntegrationewegQ h&ben, wenn sie geradlinig angenommen 
werden, die Längen ly'— j/|, \%'—z\, und die absoluten Beträge 
der 2u integrierenden Funktionen Dbersteigen nii^nds den 
Wart h ; also sind die absoluten Betrl^e der Integrale hSchsteuB 
gleich ft|y'~y[ bzw. fc|^— 2|. 
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Wir weiaen aacli, daß, wenn n ins Unendliobe wSohat, 
jf^ einem Grenzwert y, e» einem Grenzwert e zustrebt und 
daß diese Grenzwerte y, z analytische Funktionen von x 
sind, welche den Differentialgleichungen (B) genfigen. 

Wir verstehen unter q die kleinere der beiden posi- 
tiven GröSen 

ü 
'> M 
und beschränken die komplexe Veränderliche x auf das Gebiet 
\x-a\^Q. 
Zunächst ist 

y^ — b''jfi(x, b, c)dx , 

wobei als Int^rationsweg (wie auch im folgenden) die Ver- 
bindungsgerade der Punkte a und x der komplexen Zahlen- 
ebene genommen werden möge. Die Länge dicBes Int^ratioos- 
weges ist \x — a\, in jedem Punkt x des Weges ist 

\fi(x, b,c)\^M; 
also hat man 

\yx -b\ ^ M\x ~ a\ ^ Mß ^ E , 
und ebenso findet man 

Daher ist auch {f^ix, y^, g^)\^M, und aus der Gleichung 
yi — b=jfi{x,yi,B^)dx 

folgt 

\y,~b\^E. 
So fortfahrend^ findet man für jeden Wert von » 
\y,~b\^E, \e„-c\^B. 
Wir führeo nun die Bezeichnimg 
(14) «» = t/«-y»-i, v^-=e^-e^.i (n = 1 , 2, 3, ...) 
ein, 80 daß 

a^=c + Vi+v^+... + v^ 

Harn, GcwObnliehe Dlfferentialgleichiingeii. 2 [ 

I : .1 A.OOl^iC 
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wird. WenD sich y^ f^ limn => ao einem Grenzwert ii£hert, 
ist dieser Grenzwert die Summe der imendliolien Reihe 



Wir zeigen, daß diese Reihe fär l^: — a| ^ £i anbedingt und 
gleichmäßig konvergiert. 
Es ist 

oder 

«" — /[/i {^, y»-i. «■- 1) - /i (a:, Vn-i, JJ— «)] dx , 

da »H f&r a: = a Terscbwindeti muß. 

Weiter ist, wenn % die oben eingeführte positive Größe 
bedeutet^ 

\U{x, y„_i, «„_,) - f,{x, y».,, if,_,)] 

^ ft{|y-i -y-i| + W-x - «-i|) = *(|«,_i! 4- |«„.i|) . 

Wir hatten oben 

|«j| = |j,^-&|^ilf |a:-o|, \v^\-^M\x-a\; 
also ist 

^2ÄJf |a7-ot. 
Aus der Gleichung 

folgt demnach 

I 1 ^ o7 II*- /"i I ji I 2Äaf k — ap 
]«,1^2ÄJlfj|a:-o|d|a:-a| L_ L 

und ebenso 

, , %ls.M\x-a\^ 

K!^ kx — ^• 
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Nun ist 

1/1(3:. »,, «.)-fi(«, ft, »■)|£*(l»!l + l«il) 

^ 2! ' 

und &DB 

"! =/K(«. », ',)-fil':, »1. »i)läl 
folgt 






|.,|£5=^^ |x-»Nk-<.| 



80 fortführend, findet man 
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(16) Kia '^'-y—i" («-1,2,3,...). 

Da die Reihe mit dem allgemeinen Glied 

(2A)-'.afe" 
n\ 
konvei^ert, so ist die Reihe 

& + tft+«B + «! + .-. 

für |d; — aj ^ ^ unbedingt tmd gleichmäßig konvergent 
Die Funktion 

(1^) j =lim(6 + Mi + «,+... + «„) = limyH 

und die entsprechend gebildete Funktion 
(leO B = limi» 

genügen den Differentialgleichungen (B). Denn aus 
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folgt, weDU man n imendlicli groß werden läßt, 



and hieraoB 



dx~ 



Wir zeigen noch, daß die gefundenen Funktionen y, 
e analvtisdie Funktionen von x sind, welche sich für 
|a: — «1 ^ g regulär verhalten. Die Funktionen y«, s„ sind 
für |a; — al Ä e regulär, da sie durch wiederholte Integration 
regulärer Funktionen gefunden werden. Folglich sind auch 
Un, Vh analytische Funktionen von x, welche sich für 
\x — a\^Q regulär verhalten. Wir benutzen nun den fol- 
genden Satz aus der Funktionentbeorie *) ; 

„Das allgemeine Glied u„ der Beibe 

«1 +«2+«8 + --- 

aei eine analjtiscbe, für \x — a\^Q reguläre Funktion 
von X, und die Reibe sei für |:r — a| ^ ^ unbedingt und 
gleichmäßig konvergent. Dann ist die Summe der Beibe 
eine analytische Funktion von a;, welche sieb iär \x — a\ ^ q 
regulär verhält." 

Nach diesem Satze veibalten sieb die Funktionen i/, s 
für \x~a\^Q regulär, sie lassen sich also in Potenzreiben 
von x — a entwickeln, deren Konvei^enzradius mindestens 
^eich ß sein muß, aber auch größer ^s q sein kann. Diese 
Potenzreihen lassen sieb unmittelbar aus den Differential- 
glüchungen (B) nach der in § 2 angegebenen Methode be- 
rechnen. In § 3 wurde bewiesen, daß diese Reiben sieber 
konvergieren, solange |:c — a| kleiner ist als 

jetzt haben wir gesehen, daß dieselben Beiben konvergent 
sind, wenn |:r — a| die kleinste der beiden Größen 
B 

'' M 



') Vgl. Weierstraß, Werke, Bd. I, S. 70 ff. 
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nicht übersohreitet. Damit ist für manche Fälle eine wich- 
tige ErweiteroDg des in § 3 gefundeieD EonvergenzbereichB 
gewonnen. 

Die UnterBuchungen des gwenirärtigen Paragraphen 
übertragen eioh ohne weiteres aiu &m in § 2 und § 3 behan- 
delte Differentialsjstem (Ä) mit n abhängigen Teräoderliohen 
^1 1 • • ■ I Vh ■ I^ Enänzung, welche das Ergebnis von § 3 
durch den jetzigen Konvet^nzbeweis erfährt, drücken wir 
in fc^gendein Satze aas: 

Die in dem Satze am Schlosse von § 3 erwähnte 
Lösung 

yi = 9'(^) {i=l, ...,») 

des Differentialsystems (A) ist für 

|a; — o| ^Q 
regulär, wenn unter q die kleinere der beiden 
Oröfien 

R 
'' M 
verstanden wird. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, daß 

f,(x,y,g) = M'')y + Sd'^)i+Cd^) (i=l,2) 

eine lineare Funktion von y und e ist, deren 
Koeffizienten 

sich für |a: — a{^r regulär verhalten. 
Die Differentialgleichungen 



(Bl 



welche in bezog auf die abhängigen Veränderlichen y, t 
und deren Differentialquotienten -^ , -5— linear sind, bilden^ 
ein System linearer Differentialgleichungen. 
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Indem wir die Methode der sukzessiven ÄnnSheruneeii 
wie bisher anwenden, erhalten wir Funktionen y und n 
y(mx, welche dasDifferentialgleiohiingBay8tem(B') befriedigen 
und für £ = a die beliebig voi^schriebenen Werte y = 1> 
und «■= c annehmen. Wir zeigen, daß sich diese 
Funktionen für \x — a\^r regnlär verhalten. 

Die Annahme, daß \x—a\-^^ sein solle, wurde 
oben nur gemacht, damit 

wurde, d. h. damit die Werte y = ynt ^ = ^n dem Begularitäte- 
bereich der Funktionen fi(x, y, s) angehörten. Da sich 
jetzt ti(x , y , e) fax alle endlichen Werte von y und z regulär 
Teriiäh, wenn nur |:r — aj^r bleibt, so kann die oben 
mit Q bezeichnete C^ße gleich r gesetzt werden. 
Der Beweis der Konvei^nz der Köhcn 

wird wie oben geföhrt Ya ist jetzt 

\fi{X, Vn, en) — fi{x, y„.i, S„.i)\ 

= l^(a;){y„ - yn-i) + B,(x)(ss„ - 2«_,)| 

^*(l2/--y-iH-|^--ft.-i|), 

w^in die positive Oröfie k so gewählt wird, daß für 

\x — a\^r 

\A^{x)\^k, \Bi(x)\^h 

ist. Wird jetzt die positive Größe M so angenommen, daß 

für [x~-a\^r 

\ft(x,b,c)\^M 
ist, so ist 

\u^\ = \yi — b\ ^ M\x ~ a\ , |vi| — |«i ~ c\ ^ M\x -- a\ , 

und der Konvergenzbeweis wird wie oben zu E^de geführt. 
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§ 5. Abhängigkeit der Lösungen eines Differential« 
Systems TOD Parametern and Anfangswerten. 

In dem Sj^etem der DifferenüalgleiobuDgen 

<*^ ^' = /l{^.Ä.-.y.,/*) (i = l,...,n) 

sei fi eine analytische Funktion der VeräoderlicbeD 
x,yi, ..,, i/n und des Parameters fi, welche sich in 
der Umgebung der Stelle x = a, yj = 6i, ..-, y» = 6«, 
^ E= regulär verhält; f, ist also in eine Potenzreilie von 
x — a, ?! — &i , • • ■, yn — int f* entwickelbar, welche für 
|a:-o|^r, \y^-b^\^R, .... |y„ - fc«| ^ Ü , \ft\^z 
konvergieren m^, oder, was auf dasselbe hinauskommt, in 
eine Potenzreihe der » -|~ ^ VeränderUchen x — a, Jfi — ii, 
. . . , y„ — &H , deren Koeffizienten Potenzreihen des Para- 
meträe ft sind. 

Legt man dem Parameter fi einen bestimmten Wert 
bei, dessen absoluter Betrag höchstens gleich r ist, so besitzt 
das System (C) nach § 2 und § 3 eine Lösung y, = qi^ {x) 
{i— 1, ..., n), wo (pi eine analytische Funktion von x ist, 
welche für x^=a den Wert hi anuinimt. Wir wollen zur 
Eigänzung der früheren Betrachtung zeigen, daß <pi jetzt 
eine analytische Funktion von x und /i ist, 
welche sich in der Umgebung von X'-a, /i = 
regulär verhält. 

Setzt man wie in § 2 

so ergeben sich unter Benutzung der Gleichungen (4) 

(dyA (d^\ 

\dxL' \dx'J„' ■■■ 
als Potenzreihen von fi, welche in der Umgebung von 
« = konvergent sind. Um den Konrergenzbeweis der 
Reihe für t/t zu führen, haben wir in § 3 einige Abänderungen 
vorzunehmen. Für alle Wertsysteme x, y^, ..., y„, ft, 
welche den Bedingungen 
\x — a\-^r, !«/,— ftilscB, .... l?/„ — A„I^JJ, \ft\^-' 
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dann iat der Koeffizient von 

{X ~ «)' (y, - 6,)'. . . . (y, - 6,^^" 
in der Potenta-eihenentwicklang der Funktion d dem abso- 
luten Betrage nach höchstens gleich der positiven Größe 
M 
f J^,+---■^■^.r'' * 

welche den entsprechenden Koeffizienten in der Potenz- 
reihenentwioklong der Hilfefanktitwi 

F{x,yi,...,yn,H) 
M 



darateUt 

Die Lösung des 


-S^)-('-'-^-)(- 
Hilfsdifferentialsystema 


-f) 


g-<" 


,,r,,..., r.,^) (i-i, 


...,»), 


welche die Bedingung 

i-o, Z.-J,, ..., Y.-h. 
erfüllt, geht, wenn man 

dZ, M 


,...,«) 


- (l-^)(l-f)...(l-f)(l- 

erfüllt. Man hat 

^= Z.-Z, 


^) 
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WO Z diejenige Lösung der Differentialgleicliiuig 
AZ^ M 

dx I X — a\ (, Zy 



^)('-|-)' 



darstellt, welche für x^a den Wert Z^O annimmt Die 
Integration dieser Differential^^chung vollzieht sich wie in 
§ 3, wemi man die dortige Grdfie M daroh 
M 



ersetzt. Wir versteli^i unter i' eine beliebige positive 
GrrÖäe, welche kleiner als i ist, und setzen 



M'-^^, ,■-,11- 



Dann läfit sich Z in eine Potenzreihe von x~ a, /i ent- 
wickehi, welche sicher konvergiert, wenn |ic — o|<e') 
l/iKf bleibt; dasselbe gut für Y^, ..., Y„. 

Aus den DIEferentialgleichiuigea iur F, , . . . , T,, ei^ben 
sich aber auch die Reihenentwickliuigen 



-mb- 



1 1'''^'\ , 1, , 



nutn eriiält 

am dfia OleichongeD (10) als Potenzreiben von fi, deren 
Eoeffizienten sämtlich positiv sind; denn die partielle Ab- 
leitung 

6irS'!\'...äY^ 
ninunt fürx = a, ri=6i,..., F« = 6b den Wert 
v<.v^...v.\M 

r'ti'...c(l-— ) 

Dnnzeaoy Google 
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an, welcher eich in eine Potentreihe von fi mit poai- 
tiven Koeffizienten entwickeln l&fit. Der Koeffizient von 
/*"(n = 0, 1, 2, ...) in 

\SirSy','...d^-j,,^ ^ 

iet dem absoluten Betrage nach kleiner als der positive 
Koeffizient von /t" in 



XiiritK -..Str.- I,,i„. 



Hiernach ergibt die Veigleioliuiig der BelturBionsformeln 
(4) und (10), daß der KoefBzient von fi" in Ig') dem ab- 
soluten Betrage nach Ideiner ist als der positive Koeffizient 

Demnach sind y^, ..., y^ in Potenzreihen von x — a 
und fi, entwickelt, welche ffir 

\x — a\<Q', \fi\<t 
konvergent sind. 

Ersetzt man das Differentialeystem (C) durch ein solches, 
in welchem die fi analytische Funktionen mehrerer Para- 
meter u^, fi^, ... sind, so gilt ein entsprechender Satz, den 
wir folgendermafien aussprechen: 

In dem System der Differentialgleichungen 



dy^ 
dx ■ 



fi{'^,!fl>---,y'>> fh> •■■>ßin.) (i = i. ■ 



seien f^, ..., f„ analytische Funktionen der Ver- 
änderlichen X, y^, .,., y^ und der Parameter /^, 
• ••> f^mt welche sich in der Umgebung der Stelle 

x = a, Ji — fci , ...,?„ = &„, rt = «1 , . . . , /*„ = «« 

regulär verhalten. Das System besitzt eine Lösung 

yi = <Pi{x, fii, ...,/*„) (i = l, ...,«), 

wo <pi eine analytische Funktion der Veränder- 

^hen X und der Parameter it^, ..., fi„ ist, welche 
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für z=-a deo Wert bt annimnit and sioli in der 
Umgebung der Stelle 

regalär verhält. 

Wir wenden ans wieder zu dem DiSerentialsystem 

<*' ^-M':.Su.;y.) (.•-!,...,»). 

Di^enigen Funktionen y, , ..., y^, welche den Differen- 
täalgleichimgen (A) genügen nnd für X'—a die Werte 
Vi^^t •••! yn=bn annehmen, können als Funktionen 
der Veränderlichen x und der Änfangswerte a, b^, 
..,, &b angesehen werden: 

(17) yt = tpiix, a, 6i, . . . , &.) (t « 1 , . . . , n) . 

Es ist also 

b, = <p,{a,a,b„...,b^). 
Denkt man sich für a einen festen Zablenwert ein- 
gesetzt, so können &i, ...,&« als Integrationskonstante 
aufgefaßt Verden. Verhalten sich die Funktionen fi(i)>,yi,—,y») 
in der Umgebung der Stelle x =. ai<''> , Jfi -= y,"*, ...,)/„ = &■„"* 
regulär, so sind, wie wir sogleich sehen werden, die <pi 
analytiscbe Funktionen von x, a,bi, .. .,i„, welche 
sich in der Umgebung der Stelle 

ic = a"", = 0™, h = ^', ■■■, ft--6»' 
regnl&r verbalten. 
Setzt man nämltcb 

X'^S + a, yi=Vi+\) ■■■> J/n — V' + ^i 
80 geht das System (A) über in 

^-«f + »,1. + *.. •■-.•(» + « (i-l,. ..,»); 

wir betrachten ft als analTtische Funktion der Veränder- 
lichen (, rji, ... , i]h und der Parameter a,bi, . . . , b^, 
welche eich in der Umgebung der Stelle f = , iji = , 
.... »?n — 0, = 0'*', &i = i^^, ..., &„ = &!?' K^ulär ver- 
bält. Nach dem oben bewiesenen Satze sind die den 
Bifferentielgteicbnngen genügenden Funktionen rji, ...,Tjn, 
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welche für | e^ die Werte «;^ >= , . . . , ijh = aonehmen, 
aualytisclie Ftmktionen der YerSnderlichen f und der Para- 
meter a,&i, ..., b„, welche sich ia der Umgebung 
der Stelle f = 0, a - o"», ö^ = fti"', ..., 6. = 6S?' w^nlär 
veritalten. Sie können demnach als Potenzreihen von 
S = x~a, a — af-'^ ... und also auch, wenn man x — a 
= {x~ a'"') — {a — a'-"'!) setzt, als Potenzreihen von x — af-"^ , 
a — c0, ... dargestellt werden. 

Die Fmiktion tfi = tpi{x, a,hi, ...,&„) nehme für einen 
in der Umgebung von x = aC> gel^enen Wert x — sf den 
Wert y, = yj an. Nach § 2 ribt es nur eine an der Stelle 
x~af regulSre Lösung des I>ifferential87ateme (A), welche 
für a; = »' die Werte y\ = y{, ■ - ■ , y» = yi annimmt. Diese 
Lösung, welche mit 

yi = <pi(x,3f,y{, ..., y;) (t = l, ...,n) 

zu bezeichnen ist, muß also mit der Lösnng (17) überein- 
stimmen. Daher mu£ y« für a: = a den Wert 6, annehmen, 
Bo daB 

h — 9i{o.,^,y'x, ...,?;) (i — 1, ..., n) 

ist. Nun ist aber sf ein beliebiger Wert in der Umgebung 
von a(°) , den wir auch mit x bezeichnen können, wenn wir 
gleichseitig ^ durch j/, ersetzen. Die Gleichungen (17) 
lassen sich also in der Form schreiben 

(18) &.. = 9J,(a, 3!, ^1 , . . . , y«) (* = !,...,»). 

Wir sehen jetzt den Wert a wieder als fest an und 
setzen 

fii<^, ^, Vx, ■ • ■, y^ = ^A^, Vxy •■•,yn) (» = i, ...,»); 

dann ist F4 eine analytische Funktion von x, yi, ...,yn, 
welche si«^ in der Umgebung der Stelle x = d"'' , y^ =^, 
. ..f yH = frif" regulär verhält. Die bisher betrachtete, durch 
die Anfangsbedingung 

x = a, yi = Ji , . . . , yn = K 

beBtönunte Lösung des DifTerentialaystems (A) erfOllt also 
die n Gleichungen 

(19) F,[x,y,,...,yJ) = bt (i-1,. ..,«). 



§ 6. Eindeutige Beetimmutig einer LOaung usw. 
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Mit anderen Worten, die Funktion ff(x,y,, .•■jJTh)) 
(t — 1 , , . . , n) nimmt einen konstanten (von x unabhängigen) 
Wert bi an, wenn man für y^, . . . , ^h- die oben bestimmten 
Funktionen von x setzt, wäohe dem System (A) genügen 
und für ^ = et die Werte \, ...,&« annehmen. 

Es war ^ = <pi{a, a, 6^, . . ., 5^); unter Änderung der 

Bezeichnung haben wir fJso yi = q)i(a, a, yi, ..., y,^ oder 

F,(a, 



. W - S 



Also ist für X = a 






ay, 


SF, 








er, 


SF, 

" 1y. 









(i ^ Ä) ; 



nimmt also für x = a den Wert 1 an; damit ist bewiesen, 
daS sie nicht identisch verschwindet. 

Eine Funktion F{x , y^, ..., y^, welche einen kon- 
stanten Wert annimmt, wenn man für y^ , . . . , y„ eine be- 
liebige Lösung des Systems (Ä) einsetzt, beißt ein erstes 
Integral oder kurz ein Integral von (A). Wir haben 
also die Existenz von.n unabhängigen ersten Inte- 
gralen 

Fi{x,y^,...,y,) (t = l, ...,«) 

des Systems (A) nachgewiesen. 



§ 6. Efndeatige Bestinmumg einer Lösung eines 
Bifferentislsystems durch die Anfsngswerte. 

Wir kennen eine analytische Lösung (17) 

yi = ^i{x, a,bi, ...,bn) {*= 1, ...,n) 

des DifTerentialsyetems (A), welche die Bedingung erfüllt: 
bi = <Pi{(i , o , 6i , . . . , 6«) ■ 
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Diese Lösung genügt auch den Gleichungen (18) 

bi = q>i{a, x,y^, ...,y^ (» = 1, ..., «). 

Wir stellen nna jetzt unter a einen festen Wert vor, 
wir b^tilten die imabhängige Veränderliche x bei, fähren 
aber an Stelle der abhängigen Veränderlichen y^, ...,ya 
in (A) neue abhängige Verilnderliche «^ , ..■, tm ein, indem 
mr setzen: 

et=Viia,x,y^, ...,y,) (» = 1, -..,») 

oder, was dasselbe ist: 

(20) yi = <pt(x,a,Si, ...,«») (» = 1, ...,»») . 

Dadurch gdien die Dififerential^eidiiingen (Ä) über in 

dx "^-^ Bst dx 

= ti[^> 9'i(«.«» «1. ■•■. «-)j ■••» 9^(«> a> «i> ■-.>«■)] • 

Da yt = <p{{pi;, a, «^ , ..., «.) eine Lösung von (A) dar- 
stellt, wenn man 2, , ..., Sn durch Konstante ersetzt (wenn 
g^m^hi, ..., e„^b, ist), so ist 

ß(pi(x, a, Bi, ..., tln) 

Sx 
= /([*. PiCa') «> «II •••> ft.)> ■••. ?'»{iP» «> *ii .■.,«■)]• 
Man hat also 

Der Umgebung von x = a, yi = \, ..., yn = K ent- 
spricht zufolge der Gleichung (20) die Umgebung von 
x = a, gi = l^, ..., Sn = ba. Da sidi tpi für x = a auf et 
reduziert, so ist für 2:=-a 

,.,:„.., .A.CXNIC 
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ijh 



' ««. 



Ö#, * ■ * ' ' fl«B 



gleich 1 ; die FnnktioDaldetenuma&te J ist also in der Um- 
gebimg von x = a, 0i = hi, ...(«b — Äb von Null ver- 
schieden. Aue den Gleichangen (21) folgt daher 

(22) ^ - n ^ _ n . 

d. h. ^1 , . . . 
Funktionen 



dx 



dx 



Zn müssen von x unabhängig sein, wenn die 

!/i = <pi(x, o,«i, ..., «„) (i = l, ...,«) 

den Differentialgleicliungen (A) genügen sollen. Dabei ist x 
in der Nähe von a, ^f in der Nähe von b^ und demnach 
auch % in der Nähe von ^ vorausgesetzt 

Wir kSnnen nun dem in g 3 (bzw. § 4) ausgesprochenen 
ExistenzÜieorem eine wichtige Etgänzuug hinzuffigen. Wir 
kenneu eine Lösung 

y, = <pi{x, o, hl, ..., hn) (« = 1, .... n) 

des DifFerentialsystems (A), worin <pi eine analytische 
Funktion von x ist, welche eich an der Stelle x = a r^ulär 
veriiält and für 2: = a den Wert i>, annimmt. YorauBgeeebst 
ist dabei, daß sich die Funktionen f^{x, y^ , . . . , ^n) an der 
Stelle X'-a, yi = hi, ..., yn = h„ regulär verhidten. Aus 
§ 2 folgt, daß es keine andere bei x=~a reguläre 
Lösung mit denselben Anfangswerten geben kann. 
Es bleibt aber noch die folgende Frage zu beantworten: 
Gibt es vielleicht eine nicht reguläre oder nicht 
analytische Lösung y^, ..., ^h des Systems (A) von 
solcher Beschaffenheit, daß sich y, , . .., y. bzw. den 
Werten h^, ...,hn nähern, wenn sich die unabhängige 
Veränderliche x auf einem bestimmten Wege C dem 
Punkte a nähert? Daß diese Frage zu verneinen ist, 
WCDU der Weg C eine endliche Länge hat, eigibt eich im 
Falle n = 1 schon aus der berühmten Abhandlung von Briot 
und Bouquet im Journal de l'ßcole polytechuique, cahier 36 
(1856). Aber der Weg C könnte beispielsweiee auch ein«' 
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Spirale von unendlicher Länge mit dem asymptotischen 
Pankt a sein. Die für die Theorie der DiffereDtialgleiohungen 
grundlegende Frage muß beantwortet werden, ohne daß man 
den Weg C unnötigen EinschräDkungen unterwirft. 

Wir sagen: „DerWeg (7 nähert sich dem Punkte a", 
wenn folgende Bedingung erfüllt ist: zu jeder noch so kleinen 
positiven Größe e gäiört ein Punkt x,, des Weges C von 
solcher Beschaffenheit, daß für jeden auf x^, folgenden 
Funkt X von C der absolute Betrag von x ~a kleiner 
als e ist. Wenn wir sagen: „eine Funktion y von x 
nähert sich der Grenze b, wenn sich x auf dem 
Wege C der Grenze a nähert", so verstehen wir dar- 
unter folgendes: zu jeder noch so kleinen positiven Größe t) 
gehört eine andere positive Größe e von der Art, daß für 
alle Punkt« x des Weges C jenseits des oben eiugeführten 
Punktes x^ |y(a;) — 6|<jj bl^t 

Wir können ntm den folgenden Satz aussprechen: 

Äußer der in § 3 (bzw. § 4) nachgewiesenen re- 
gulären Lösung gibt es keine weitere Lösung 
t/i>--->yn des Differentialsystems (A) von solcher 
Beschaffenheit, daß sich y^, . .., yn bzw. den Grenzen 
b^f ,,,f b„ nähern, wenn sich x auf einem bestimmten 
Wege G der Grenze a nähert*). 

Eine Lösung y^ , ...,y„ von (A), welche die angegebene 
Bedingung erfüllt, vnid durch die Sdostitution (20) in eine 
Lösung e^, ..., Sn von (22) von solcher Beschaffenheit über- 
geführt, daß sich Zi, ..., Zk bzw. den Grenzen 6, , , . . , b» 
nähern, wenn sich x auf dem Wege C der Grenze a nähert. 
Die einzige Lösung der Differentialgleichungen (22) von der 
ang^ebenen BeschafieDheit ist aber 

?i = 6, , . . . , Zn^bn . 
Demnach ist die einz^ Lösung des Systems (A) mit der 
in dem obigen Satze angegebenen Eigenschaft die frühere 
r^^uläre Lösung 

Vi — fi^x, a, Äi, ..., ft,,) (»■= 1, ..., n) . 

*) Der hier gegebene Beweis dieses S&tzea schließt sich an 
Painlevä an (Le9ocs sur 1& thäorie anaWtique des ^uationa 
diffärentiellea, S. 397); den ersten Beweb hat Picard gegeben 
(Traitö d'Analyae, Bd. II, 2. Aufl., 9. 355). — Vgl. Enzyklopädie der 
math. Wiss., Bd. HA, S. 203—204. 
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§ 7. Integralgleiehiui^n eines Systems Ton 

Dlfferentialgleieliangen. 
Zugeordnete partielle Differentlalgleichiuig. 

Das System der DifferentiaJgleicbangen (A) steht ia 
engem Zaeammenhang mit der partiellen Differential- 
gleichung 

mH+^.c.« ''■)f+- 

Unter einer Lösung F{x i Vi > • - • < ?•<) dieser partiellen 
DifFerentialgleiclimig wd eine Funktion der m + 1 un- 
abhängigen Veränderlichen 3:,y^, ...,y^ verstanden, welche 
die Gleichung (D) identisch befriedigt. 
Ist 

F{x,y„...,y„) 
eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (D) 
und 

ys=^i{x) {» = 1, ...,n) 

eine Lösung des Systems (A), so ist 
F[x,<pi{x), ..., ipn{x)] 
konstant (von x unabhängig). 

Es ist nämlich, wenn y^, ..■, y» den DiSerential- 
gleichnngeu (Ä) genügen, also 



ist, 



dx 



= fi{x,yi, ...,y-) {»'=1. ■■■,») 



dF(x,y,, ...,y, )^dF BF dy^ öFdy, 

dx dx dy^ dx '" Sy„ dx 

also F{x , yi, ..., y«) von x unabhängig. 

Die Funktion F{x, y^, .. ., yn) der n+1 Ver- 
änderlichen x,yj^,...,y„ nehme einen von x unab- 
hängigen Wert an, wenn für y^ , . . . , y» eine beliebige 
Lösung des Systems (A) gesetzt wird. Dann genügt 
die Funktion F, wenn x, y^, ..., y» als unabhängige 
Hörn, GewObolicbe DifferentiflJgleichongen. ^ ^idClOIC 
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Veränderliche betrachtet werden, der partiellen 
Differentialgleichung (D). 

Sind yi, ..., yn irgend welche dem System (Ä) ge- 
nügende Funktionett von :c, so ist der Voraassetznng nach 

dF(x,yi, .■■.y«) _^ 



Sx'^Sy^ dx'^"'~^ßy„dx Sa:'^'^ dy^'^'"'^'" Öjf,~^' 

Die Gleichung (D) ist also zunächst erfüllt, wenn x beliebig 
gewählt wird, während die zugehörigen Werte von y^ , . . • , ^h 
aus einer L5sung von (A) berechnet werden. Ist aber x = a, 
ifi = hi, ...,?■ = ^ eine beliebige Stelle, in deren Um- 
gebung sich die Funktionen fi(x, j/i, ..., tf^) regulär ver- 
halten, 80 sind dem System (A) genügende Funktionen 
Vi) •■■tl/n vorhanden, welche iäi x = a die Werte i/^^h,, 
• ■ ■ ) ?n = ^H annehmen. Die Gleichung (D), welche für das 
beliebige "Wertsystem x= a, ffi = ft^ , . • • , y« = t« erfüllt 
ist, ist also identisch erfüllt. 

In § 5 wurde nachgewiesen, daß die durch die An- 
fangsbeduijrang x = a, jfi = hi, ■ ■ ■ , yn ■= ^« bestimmte Lö- 
sung des Systems (A) « Gleichungen 

-PK«, ?! ■ ■ ■ ■ , y«) = ^ (» = 1 , . . . , w) 
beledigt Dabei ist a: = a(<>>, y^ — ^'>^ . . ■ , y» <= l^S* eine 
Stelle, an welcher sich die Funk^onen fi[x , Jfi , . . . , t/^ re- 
gulär verhalten und in deren Umgebung die Stelle x = a, 
yi = h.j •••! ifn = K angenommen ist. Die Funktionen Fs 
Bind in der Umgebung der Stelle a; = aC'.yi = W\ ••■>!/<• = ^i? 
ebenfalls r^ulär. Da die n Funktionen i**! , . . . , JP, kon- 
stante (von X anabhängige) Werte annehmen, wenn man für 
yi , . . . , yw die früher bestimmte Lösung des Differential- 
STStems {Äj setzt, so sind F^, . .., Fh Lösungen der par- 
tiellen INfierentialgleichung (D). In § 5 wurde auch gezeigt, 
da£ die Funktionaldeterminante 

8{Fi, ...,F„) 
%i. ■■-.»-) 
nioht id^tisoh verschwindet. 

Dcinzeaoy Google 
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Besitzt die partielle DifferentialgleicliuDg (D) 
n LSsnn^eu Fi{x, y^ , ..., y,), ..., Fn(x, y^, ..., y,), 
80 bat Bie aaob die Lösung 
(23) F=0iFt,...,F^), 

wo eioe willkürliche Funktion darstellt 

Eis ist nSmlicIi 

dx~ SFi dx '^"'^dF^ dx * 
ßy, " ÖJ\ 5y, + "- + öF. ay, ■ 

5y„ " Ä Ji 5y, "^ "■ "*" öiC öy» " 
Wenn man diese Gleichungen mit 1 , /i > . . . , fn multi- 
plidert und addiert, ertiJllt man 

3* 33* ,/ ^* 

3a+'»ayi + - + '"ay, 

^ &FASx^'^ 5yi "'^'"öyj" 

Da die n ElammeraasdrQcke auf der rechten Seite ver- 
schwinden, ao verschwindet auch die linke Seite, d. h. $ 
genügt der Gleichung (D). 

Sind Fl,..., F^ n LöBungen der partiellen Bif- 
fereatialgleiehnng (D), deren Funktion aldetermi- 
Dante 

e(F,,...,F.) 
«(», ■..,».) 

nicht identisch verschwindet, so läfit sich jede Lö- 
sung F von (D) als Funktion von Fi, ..., F^ dar- 
stellen, 

Zorn Beweise denken wir ans ans den Gleü^ungen 
FAx,yi,...,y.) = F^, 
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?i j ' ■ • I ?H als FtmktioneQ von x, F^, ..., F^ berechnet und 

F(a!,s,,...,s.)-f(x,F„...,F.) 

als Funktioti von x, F^, ..., F^ dai^stellt. Wir werden 
zeigen, daß 

d0{X, Fl, ..., Fn) 

ex 

ist, dafi also von x nnabbängig ist and nur von Fi , 
. . . , F^ abhängt. "Es ist nämlich 



aF a0 


a« aF, ^ 


a* aj; 
■ ■*" aj?, Sx ' 


aF 


ao SF, , 


j^ a* ay. 

■ + 'aW.Tii' 


BF 

w.- 


a0 SF, 


a0 SF. 

■^aF.Sy.- 


Die Gleichung 


f--^- 


f = ° 


e'i ina^IlF, BF, 


■-^■f)-«- 


Da die n Elammerausdrficke verachwinden, eo ist auch 




II-. 





w. z, b. w. 

Da sich oben aus der Existenz der Lösungen des Dif- 
ferentialsjsteme (A) die Existenz von n analytischen Lö- 
sungen Fl, ..., F„ der partiellen Differentialgleichung (D) 
ei^ben hatte, so können wir den Satz aussprechen: 

Die allgemeinste Lösung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (D) ist von der Form 
F'^^iFi, --.»F,), 

D,-..:s..v Google 
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wo eine villkflrliohe Funktion darstellt, wäh- 
rend Fl, ..., Fn analytische Funktionen von x,yi, 
■ •■iVm eind^ deren Funktionaldeterminante 

S(F,,...,F.) 

nicht identisch verschwindet. 

Jede Lösung I{x,yi, ■■■,}/») der partiellen Difieren- 
tialgleichuD« (D) stellt in dem am Schlüsse von § 5 eiu- 
geföfarten ^ne ein Integral des Systems (A) dar. Denn 
die Funktion F ninunt einen konstanten Wert an, wenn 
man für Si, ..., jfm eine beliebüe Lösung des Systems (Ä) 
setzt Jede Lösung von (A) b^riedigt mbo die Gleichung 

(24) F{x,yi,...,!,^)=C. 

worin C eine Konstante darstellt Verschiedenen Lösungen 
^i, •••t y- von (A) entsprechen im allgemeinen verschiedene 
Konstant^ C in der Integralgleichung (34) des Sy- 
stems (A). 

Sind Fl, ..., Fnti unabhängige Lösungen der partiellen 
Differentialgleichung (D), so werden die n Gleichungen 

Fi(x,yi,...,y;i=Ci, 



Fn{x,yi,...,y„)=C, 
mit den willküriichen Konstanten Ci, . . . , Cm durch jede 
Lösung des Systems (A) befriedigt Verschiedenen Lö- 
sungen yi, ..., y„ entsprechen verschiedene Konstanten- 
systeme Ci, ..., C» . 

g 8. Implizite Funktionen. 

Wir benutzen den Satz über die Existenz der Lösungen 
eines Systems von Differentialgleiohimgen, um zu zeigen, 
daß dnröh die » Gleichungen 

Fi{Xi, ...,x^,yi, ...,y„) = (i (* = !,...,«) 

unter gewissen Voraussetzungen yi, ■■•,y» als Funkücnen 
der m unabhängigen Veränderlichen Xi, ..., x„ definiert 
werden. 
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Indem Trir ztmSchst tn^l nnnfliiimii and die eümge 
unabhängige Yeiänderlidie mit x bezeichnen, betrachten Trir 
die Gleichnngen 

(25) F,(x, y,,...,yn)~0 (« = 1, ...,«) . 

Wir vwstehen unter Fi, ..., F^ analytische Funktionen 
der n + 1 Veränderlichen x, y^, ,.., y», welche an der 
Stelle X =* a , y^ = \ , . . . , yu = h,, verschwinden und sich 
in der Umgebung dieser Stelle regulär verhalten. Die Funk- 
tionaldeterminante 






ay. 



yn = hn einen von Null ver- 
Wir zeigen, daß dann n ana- 



dFn 

soll für x = a, yi = hi, ... 
schiedenen Wert annehmen, 
lytische Funktionen 

yffPiix) (i=l,...,n) 

vorhanden sind, welche die Gleichungen (25) identisch be- 
frieden, für x = a die Werte h annehmen und sich in 
der ümgebuug von x = a r^nlär verhalten. 

Dnreh DiäerentiatioD der Gleichungen (25) eriiält man, 
wenn man yi, •■■jy als Funktionen von x auffaßt 



dF\ 
dx ' 



dx "•" dyi d« '•'"'■*" ■ 



eyn 



0, 



BF^ dj^dy^ 
Bx "^ öyi dx "^'•' 



, BF^dyn 



dK _. ^ . 

dx dx dyi dx '" Syn dx 
Lost man diese » Gleichungen nach 
dyi dyn 

dx' '"' dx 
auf, 80 ei^ibt sich 



(26) 



g = Ä(«..., 



y.) 



(•-!,■ 



.").• 



A.Odi^lC 
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da der Nenner A tod /« an der Stelle a: = a,y, — &i, ..., 
ym = h» nicht Teraobwindet, so verhfilt sich ft in der Um- 
gebung dieser Stelle r^olär. Das DifferentialaTStem (26) 
besitzt eine nnd nur eine Lösung f/i ^<p{(x), um fi (x) eine 
in der Umgebung von x — a reguläre analytische Funktion 
darstelle welche füi x = a den Wert bj annimmt. Aus 



dx 



= 



folgt aber, daß f^ von x unabhfingig ist, wenn man yi—<f>i, 
...,yn = <pn setzt; es ist also 

Fi[x, <f^(x), ...,tp^{x)]=Fi{a,fpi{a), ...,93,(0)] 
-i?;(o,6i,---.i-) = 0. 

Es sei jetzt 
(27) F,{x^,...,x^,y^....,y,) = Q (i = l,. ..,»), 

wo Fi eine analytische Funktion der »» + « Ver- 
änderlichen %, ..., x„, yi, ...,yn darstellt, welche 
an der Stelle x^ =^0^, . .., x« = o«, y^ = 61, . . ., y« = 6^ 
verschwindet nnd sich in der Umgebung dieser 
Stelle regulär verhält Die Funktionaldeterminante 
dFi eF[ 

A- 



-Sil- 




eF. 


, x„ = 


a„ 


<M-i 



soll für «1 = «1 , . . . , a^m = o„ , y, =\, . . . , y., = 6b nicht 
verschwinden. Dann werden, wie wir zeigen werden, 
die Gleichungen ^7) durch ein und nur ein System 
von » analytischen Funktionen 

yi = <Pi(x^, ..., x^) (i = l, .... m) 

der m Ycränderliahen x^^, ...,x„ befriedigt, welche 
sich in der Umgebnng der Stelle Xi^Oi, ,.., Xg, = ag, 
regulär verhalten und an dieser Stelle die Werte fe 
annehmen. 

Zum Beweise wenden wir den Schluß von m~l anf 
m an. Wir differentiieren die Gleichungen (27), indem wir 
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Vit ■ ■ ■ t y» ftls Funktionen der einzigen nnabhängigen Ter- 
&iderlichen x^ auffassen, während a^ , . . . , a:„ als Parameter 
betrachtet werden. Wir eriialten so 

Hieraus folgt 

'•^^ ^-/;(«i,ai, •..,«., !(,,••■,*.) (i-i,-.,»); 

da der Nenner J der Funktion fi an der Stelle 2:, = o, , 
11^ = Oj , . . . , Xn = Oa,, y^ = 6^ , , . . , ^H =B {>„ nicht vei^ 
schwinden soll, so verhält sich die analytisobe Funktion /) 
in der Umgebung dieser Stelle r^ulär. Die Differential- 
gleichungen (28) besitzen also eine Xösung 

yt = 'pd^i,^> ■■■,a:„) (i = l, ...,n), 

wo ^ eine analytische Funktion der Veränderliohen x^ und 
der Parameter x^, ..., Xm darstellt, welche sieh in der Um- 
geboDg der Stelle arj = Oj , a^ =- Oj , . . . , a;« = «„ regulär 
verhält; für a^ = a^ ist 

ff.. = 2,(3^,..., x„) (i = l, ,..,n), 

wo Zt eine beliebige analytische Funktion der »» — 1 Ver- 
änderlichen x^, ..., Xf, darstellt, welche an der Stelle 
x^ =0^, . . ., x„^ a^ den Wert b^ annimmt und sich in 
der Umgebung dieser Stelle regulär verhält. 
Aus 

dx^ 

folgt, daß Ff von x^ unabhängig ist, wenn man y^ ="Pit 
, . . , ff. = ff)., setzt, also eine Funktion von x^ , ..., x„ dar- 
stellt, zu deren Berechnung man ^i = <ii , also 

yi = ei(xt, ...,x^), ...,yn = e«{Xi, ...,x„) 
setzen kann. Es ist also 

Ft(x^,x,,...,x„,yi,...,yn)'=Fi{ai,Xi,...,x„,ei,...,z„). 
Damit 

Ft{Xi,Xj, ..., a;„,ff,, ...,ff„) = (i = l, ...,n) 
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wird, müssen «,,..., 0^ als Funktionen der 1» — 1 nnab- 
hänfpgen VeränderlioheD a^, ■.., x„ den GleiohaDgen 
(29) Fi(ai,x,,...,x»,ei, ...,z,)-(} (t-1, ...,«) 
gemäB bestiinmt werden. Jetzt erscheint F{ als analytische 
Funktion von x,, ..., x^,, tSi, ...,0m, welche an der Stelle 
a^ = o, , . . . , a;„ = Ob , «1 ■- &i , . . . , en = K verschwindet 
and ei<^ in der Umgebung dieser Stelle r^ulär verhalt; 
die Funktionaldeterminante der n Funktionen 

Fi{<h,Xt, ...,x^, Zi, ...,z„) (t — 1, ..., n) 

in bezng auf e^, ..,, g„ ist von Null verschieden; da wir 
nnseren Satz f ör den Fall von jm — 1 unabhängigen Ver- 
änderlichen Xf, ..., x^ bereits als bewiesen voraussetzen, 
so werden die Gleichungen (29) durch 

«i = gi(Xi, .■■, Xm) (i — l,...,n) 

befriedigt, wo gi eine In der Umgebung der Stelle ^ = e^ , 
. .., Xg, = a^i regulü« Funktion darsteUt, welche an dieser 
Stelle den Wert bi annimmt. 

% 9. Übertragung der bisherigen SStze aof Differentlal- 
gleichungen hötierer Ordnung. 

Wir betrachten die Differentialgleichung »ter 
Ordnung 

(E) Fix, y, y-, y", . .., y("-'>, y(-)) = , 

wobei die Bezeichnung benutzt ist: 



s^-'- 



Wir verstehen unter F eine analytische Funktion der 
beigefügten n -{- 2 Argumente, welche sich in der Umgebung 
der Stelle 

x=a, y = b, y" — f, ..., yC) = &W 
regulär verhält und an dieser Stelle verschwindet, während 
die partielle Ableitung 

äF 

an dieser Stelle von Null verschieden ist. 

i..-..s....GooqIc 
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Nach dem in g 8 bewieseneii Satze über implizite 
Fnnktiotien läfit eicli die Gleichnng (E) durch AnflösaDg 
□ach y^*) auf die Form briDgen: 

(30) y(-) = A3:, «/,/,...,*<"-"). 

wo f eine in der UmgebuDg der Stelle 

z^a, jf=b, f/=V, ..., y(-i)-6C"-i) 

r^;ulSre Fanktiou der beigefügten w + 1 Argumente dar- 
stellt, welche an der erwähnten Stelle den Wert U"^ an- 
nimmt. 

Indem wir x als unabhängige, y,jf, . . . , j/("~'' als ab- 
häogige Veränderliche betrachten, ersetzen wir die Differen- 
tialgleichung »ter Ordnung (30) durch das System der 
» DifferentialgleidiungeQ erster Ordnung 

dx ^ ' 



dx 
dx 



-rt« 



S,^, 



,»<-"), 



auf welches die bisherigen Sätze angewandt werden können. 
Das System besitzt eine Lösung 

y = <p{x), ^ = q/{x), ..., y(-i) = 9^-i)(a:), 
worin ip(x) eine in der Umgebung der Stelle x = a reguläre 
analytische Funktion von x darsteUt, welche die Bedingungen 

p(a)^b, >f/{a)^}/, ..., ^"-i)(o) = 6(-«). 
Die Funktion y — ip{x) stellt eine Lösang oder ein Inte- 
gral der Differentialgleichung (30) dar. 

Betrachtet man die zu einem festen Wert x = a ge- 
hörigen Änfangswerte ft, &*,..., W"-^! als veränderliche 
Parameter, so ist <p{x) auch eine analytische Funktion 



.A.(X")i^lC 
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der n GröBeD 6, V, ..., W"-^', die als Integrations- 
koDBtante aaftreten. 

Das System (31) besitzt n unabbSogige Integrale von 
der Form 

(32) *(:«:, y,y',...,yf"-'') = c, 

wo C eine Konstante tuid eine in der Umgebong der 
Stelle 

reguläre analjüsche Funktion der beigefügten n + 1 Argu- 
mente darsteUt; d. b. die Funktion <P nimmt einen von x 
anabhSngigen Wert an, wenn für t/ eine beliebige Lösui^ 
der DinerentialgleiobaDg »ter Ordnung eingesetzt wird. 
Die Gleichung (32) stellt, als Differentia^Ieicbuug (»~l)ter 
Ordnung mit der unabhängigen Veränderlichen x und der 
abbängkea Veränderlichea y aufgefaSt, ein erstes Integral 
der Di&rentialgleichaiig »ter Ordnung (E) dar. 
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n. Abschnitt. 

Allgemeine Sätze 
über lineare Differentialgleichungen.*) 

§ 10. Be^äre und singnl&re Stellen einer linearen 

Differentialgleiclinni?. Beihenentwicklang der Lösungen 

in der Umge1>nDg regulärer Stellen. 

Wir betrachten ein System linearer Differential- 
eleichungen mit der unabhängigen Veränderlichen x und 
den » abhängigen Verättderlicheu ^i r . ■ ■ i ^h : 



^ = A^x{x)y^ + . . . + Ä^.{x)y. + A.{x) ; 

Aiii^) {i, i= 1, ...,») und Ai{3^ {* = 1 j ■■■,«) 
seien analytische Funktionen der komplexen Veränder- 
lichen X , welche sich in der Umgebung der Stelle x=^a 
sämtlich regulär verhalten sollen. Wir beschreiben um den 
Punkt X'^a einen Xreis K vom Radius B,, auf 
dessen Peripherie mindestens eine singulare Stelle 
einer der Punktionen Äi\{^, A\\^) liegt, während das 

*) Die Abachnitte 11 — IX enthalten eine EmfQhrung in die 
Thoorie der linearen DifferentialgleichuDgen n ter Ordnung. 
Zum eingehenderen Studium dieser Theorie verweisen wir auf 
L. Sohlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen (Leipzig, Teubner, 1895, 1897, 1898). Daselbst finden 
sich auch zahlreiche Literatutangaben. 
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Linere d«s KreiseB keine solche singnlfire Stelle enthalt. 
Sind die » endltcben GröBeo 6, , . . . , ^, beliebig v<hv 
geBohrieben, bo sind n analytische Funktionen 

yi—fi(x), ..., y. — fM 
der YerSnder liehen x TorhandeD, welche das 
System (1) befriedigen, ffir x = a die Werte yi •= 61 , 
• •-, y» = K annehmen und sich im Innern des 
Kreises K regulär verhelten. Denn wird die positive 
GröBe r <B, beUebig gewählt, so sind die Funktionen An , A4 
für |x — a|^r regulär; daim lassen sich, wie am Schluß 
von § 4 vennittela der Methode der sukzessiven Annähe- 
rungen gezeigt wurde, die Funktionen ft{x) in Potenzreihen 
von x — a entwickeln, welche für \x — a\^r konvergent 
sind*); diese Potenzreihen konvei^ieren für \x — a\<.It, 
da r < i{ beliebig nahe bei R angenommen werden kann. 
Indem wir uns vorbehalten, später auf das System 
linearer Differentialgleichungen (1) zurückzukommen, wenden 
wir uns jetzt zu der linearen Differentialgleichung 
nter Ordnung 

welche als besonderer Fall des Systems (1) betrachtet werden 
kann. Setzt man nämlich 

^=Tx' ^=5^' ■ ■■ ^^ = d^' ■■■' 

so bestehen die n Gleiohungeu 



dx 



-P,.,S'-...-P,S(<"-» + J. 

= 2 gegebene Beweis Oberträgt sich ohne 
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In 6 13 wird gezeigt, daß die nicht homogene lineare 
DiEferentialgleichuiig (3) vennittels Quadrataren integriert 
werden kami, nachdem die homogene lineare Differen- 
tialgleichung nter Ordnung 

<'^> zl + ^'«1^" + • ■ • + ^-'•^' äi + ^-c" - 

int^;riert ist. Daher werden wir uns vorzugsweise mit der 
Dil^rentialgleichung (A) beschäftigen. In den meisten 
später zu behandelnden Beispielen sind die Koeffizienten 
Pi,...,Pn der DifferentialgleichuDg (Ä) rationale Funktionen 
von X , welche im Endlichen eine endliche A nvaM singulärer 
Stellen ai,...,ag besitzen, zu welchen noch die Stelle 
x » oo hLizuzunehmen ist. Indem wir die Koeffizienten 
J*i (:r) , . . . , Ph (^) überhaupt als analytische Funktionen 
voraussetzen, bezeichnen wir die siugulären Stellen dieser 
Fonktionen als Bingüläre Stellen der Differential- 
fleichnog (Ä), jede Stelle x = a, an welcher sich sämt- 
uche Funktionen i\, ..., P„ r^ulär verhalten, als regu- 
läre Stelle. Sämtliche regdären Stellen bilden den 
BegularitStsbereicb. 

Um die r^uläre Stelle x = a beschreiben wir einen 
Kreis K, dessen Peripherie durch die nädiBte singulare 
Stelle geht Sind 

6, V, ..., W"-») 
beliebig gegebene endliche Gr5ßen, so besitzt die lineare 
Differentudgleichimg (A) eine und nur eine Lösung 
y=^f{x), welche so beschaffen ist, daß für x=-a 

-'• %-"' ■■■• ^^-^-' 

wird; die analytische Funktion f{x) läßt sich in eine 
Potenzreihe von x — a entwickeln, welche im Innern 
des Kreises K konvergiert (Es ist übrigens nicht un- 
möglich, daß sich der Konvei^enzbezirk dieser Potenzreihe 
über den Kreis K hinaus erstreckt) Setzt man die 
Funktion f{x)aui einem innerhalb des Begularitätsbereiehs 
verlaufenden Wege nach einer anderen regulären Stelle a; = a' 
iort, so genügt auch die Fortsetzung der Difierentialgleichung 
(A); dabei ist angenommen, daß die Koeffizienten Fi, . . . , Pn, 
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falls sie mehrdeutige Fonktionen sind, auf demselben Vfege 
von x = a nach x = af fortgesetzt sind. Die fortgesetzte 
Fmiktion f{x) ist in eine Potenzreihe von x~a' entwickel- 
bar, welche sicher in dem um a: — o' beschriebeaen Kreise 
konvergiert, dessen Peripherie den zunächst bei x = a! ge- 
legenen singulären Punkt enthält. Man hat so als Lösung 
der linearen Differentialgleichung eine im allgemeinen viel- 
deutige analytische Funktion von x, deren singulare 
Stellen sich nur in denjenigen Stellen befinden 
können, an welchen sich die Koeffizienten P^, . . . , P. 
singalär verhalten and welche wir als singul^ Stellen 
der Differentialgleichung bezeichnet haben*). Der Charakter 
der Integralfunktion wird wesentlich bedingt durch ihr Ver^ 
halten in der Umgebung der Bingulären Stellen; mit der 
Untersuchung dieses Verhaltens werden wir uns im folgenden 
beechäft^Q. 



g 11. Fundameotalsystem Ton liSgangen einer linearen 
homogenen Differentialgleichung. 

Die n Systeme von je n konst&uteu Größen 

6,, &;, ..., 6j"-« (i = l,...,tt) 
seien 80 gewählt, daß die Determinante 

6i, ..., ^- 



6-, W, -■■, 6?- 
nioht verschwindet. Wir verstehen unter yi (i » 1 , . . . , ») 
diejenige Lösung der linearen hom(^;enen DiEferential- 
gleichnng (A), welche dadurch bestimmt ist, daß an der 
r^^ären Stelle x=a 

»'=^' £=« £?=«-" 



*) Aq einer Stelle, welche hiernach ab singulfire Stelle der 
Differentialgleichtuig zu bezeichnen ist, können sich trotzdem 
einzelne oder sogar s&mtliobe Integrale regul&r verhalten. YgL % S6. 
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II. Abschnitt. Allgemeine S&ts^ usw. 
Dann ist die DeterminaDte 

dar-^ ' da?*-» ' ■ ■ ' ^' 

daf'i' djf-^' ■■■' ** 



an der Stelle X'-a und folglich auch in einer gewissen 
Umgebung dieser Stelle von Null verschieden. Die n so 
bestimmten Lösungen 

yi. tfi> ■■■, y* 

bilden nach der Änsdnicksweise von Fuchs ein Funda- 
mentalsystem. Wir können sagen: 

Die n LSsuBgen yi , . - - , y» der linearen homo- 
genen Differentialgleichung (Ä) bilden ein Funda- 
mentalsystem, wenn die aus ihnen gebildete Deter- 
minante (3) nicht identisch verschwindet. 

Die Determinante ä mögs als Determinante des 
Fundamentalsystems bezeichnet werden. Ein solches 
Fundamentalsystem kann natürlich auf unendlich viele Arten 
gebildet werden. 

Die Koeffizienten P^, ..., P^ der Differeatialgleichui^ (A) 
lassen sich durch ein Fondamentalsystem y, , . .. ,yn aus- 
drücken. 

Denn da die Differentialgleichung befriedigt wird, wenn 
man t/ = i/( (t = 1 , . . . , ») setzt, so bestehen die n Glei- 
chungen 



i + - - ■ + Ph- 



dx 



+ Pny, = , 



" + P.«/- = , 

welche wir als lineare Gleichungen mit den n Unbekannten 
Fl, . . ., Pn auffassen und mit Hilfe von Determinanten 
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auQöaen. Yenteht man unter A, (i = l, . . ., n) die 
Betermiiiaate, welche stu der Determinante A hervorgeht, 
indem man die Elemente der iten Kolonne 





iD-i ' • ■ 






Auch 
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ersetzt, so hat man 
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-1, 
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. . . , }, 
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^1 






■ ■ • , y. 


~ dx 


alao 




ix ' 




mithin ist 











logj = — /Pi(ia: + l<^C, 

wo a eine reguläre Stelle und C eine Konstante darstellt* 
In dem Ausdruck 



= Cfi- 



(5) 

bami C nicht Null sein, da A nicht identisch versohwindet; 
daraus folgt aber, daß die Determinante A an keiner 
reguUren Stelle verschwindet 

Bilden die n Lösungen y^, ..., y^ der Diffe- 
rentialgleichung (Ä) ein Fundamentalsystem, so 

Hotn, OowOlmliche DiSeTenUslglsichnngeii. 1 . ,^.11^ 
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ISät sieb jede andere LösaDg y in der Form 

darstellen, wo C^, ..., C^ Konstante sind. 

Zum Beweise nehmen wir an, an der regulären Stelle 
a; = a sei 

^='. ^-^' ■■' Sä'"-'- 

Da durch diese Bedingungen eine Lösung der Differentiat- 
gleichnng vollständig bestimmt ist, so brauchen wir nur za 
seigen, daß sieh die Konstanten C^, ..., C» so bestimmen 
lassen, daß für x = a 

'da: dx ' 



wird. Diese Bestimmung von C^ , . . . , C^ ist aber m^ 
lieh, denn die Detenninante J des Fundamentalsystema ^i , 
. . . , !/„ ist für X = a von Null verschieden. 

Sind y^, ..., y^ LSsnngen der Differential- 
gleichang (A) and O^, ..., Cn konstante Koeffi- 
zienten, so stellt auch 

C6) y= c^y^ + ... + Cny. 

eine LSsung der Differentialgleichung dar. 
Denn wenn man die GUichungen 



S^+p.S^+...+p*- 






..:s..vGooqIc 
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mit den' Konstanten Cj , . . . , Cn molüplmert und addiert, 
erhfilt man die Gleichung 

dx- "^ ' da:--' '^■" 

thr Ansdmck (6) stellt, wenn man darin C, , . ■ . , C» 
als willkürliche Konstante anffaBt, das allgemeine In- 
tegral der DiffeieDtlalgleicfauiie (A) dar; legt man den 



Dg (J 
^le 



Größen Ci, ..., Cu bestimmte ^hlenwerte bei, so bat man 
ein partikaläres Integral. 

Zwischen den n Elementen y,, ..., f/u eines 
Fundamentalsystems kann keine Gleichung 

(7) C,ff, + ...+ C„y, = 

mit konstanten Koeffizienten C^ , ..., Ch bestehen. 
Denn durch wiederholte Differentiation der Gleichung (7) 
erhält man die n Gleichungen 

- C\y, +...+ C.y. = 0, 



' daf"' 



- = 0. 



Da die Determinante J des Fundamentalsystems für Jeden 
regnlären Wert x = a von Null • verschieden ist, so er- 
gibt sich 

C, =0, ..., C. = 0. 

Die n Integrale yi, ..., y^ der Differential- 
gleichung (A) bilden ein Fundamental System, 
wenn keine Gleichung 

mit konstanten Koeffizienten C,, ..., C, besteht 
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Wir brauchen nur za zeigen, daß die Determiurate J 
nieht identisch verschwindet. Wäre 
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■■■. 
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f-'y, 

dx-' ' ■■■ 
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J' = 












d^- 


y. 





nicht identisch Null, so würden die Funktionen y, , . 
ein FnndAmentalsTBtem der DifferoitialgleichQiig (n - 
Ordnung 



y% 



^~^yn 

daf-^ 



(?""*y» 
dar-* 



darstellen , welche (wegen J == 0) aach die Lösung y » yi 
besitzt. Die letztere LSsnng läfit sich auf die Form 

yi-«^y» + --' + «-y- 

bringen, wo c,, ..., c^ Konataute sind. Eine derartige 
Gleichung ist aber aufigeBchloaeen. 

Wäre die Determinante A' identisch gleich Null, so wQrde 
eine entsprechende SchluBweise ergeben, daß schon zwischen 
Vti •■•> y» ^^^ lineare homogene Relation besteht. 

„,„.., .A.CXNIC 
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Wenn twisohen y^ , , . . , y. keine lineare Belati<Hi von 
der Form (7) besteht, bo sagt man, die n Fonkücnen y^, 
..., y» sind linear unabhängig. 

Beispiel 1. Die allgemeine Löstmg der Differential* 
gleiobong 

^ + {» + ßx + yx^y^O 

läßt eich in eine bestfindig konvei^ente Potenzreihe von x 
entwickeln (Fnnktionen des parabolischen Zylinders). 
Ffir die beiden spezielleren Dinerentialgleiohnngeo 

mid 

g + .., = o 

fOhre man cUese Reihenentwicklung aus, indem man eine 
Potenzreihe mit unbestimmten Ko^Säenten 

if = ea+CiX + e2X* + ... 

in die jeweilige Differentialgleichung einsetzt und die Koeffi- 
zienten der aofeinander folgenden Potenzen von x ver* 
gleicht; man berechne in beiden Fällen das Fundamentalsfatem 
Pif Vit welches durch die folgenden A nf angah^ ingnngi^ 
bestiiuint ist: 

»-1> -^-O; »_0, ^-1 fe ^.0. 

Beispiel 2. Die DifTerentialglüohang 

oder 

hat im Endlichen die singnlären Punkte z^l und x= ~1. 
Sie wird durch zwei linear unabhängige Potenzreihen t/^ , y. 
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voQ X befriedigt, welche siclier für |:e{<1 konreigieren. 
UdIw Eipfflhrong der AnfangabediBgungea 

K.-!, §--0, s,.-0, ^-1 für . = 
hat man 

-2)(n + 3) _ 



31 

(«-l)(» + 2)(»-3)(H + 4) 

+ ^^ ^ a; -... . 

Ist » eine ganze positive Zahl, so bricht eine dieser 
beiden Reihen mit dem Glied mit a;" ab, und zwar i/^ , wenn 
» gerade, y^ , wenn n ungerade ist. In beiden Fällen wird 
die der Differentialgleichung genügende abbrechende Beihe 
(ganze rationale Funktion nten GradeB) nnter Hinznnahme 
eines konstanten Faktors dargestellt durch 
1.3.5...(2«-1) 
■^"f'"- 1-2.3.. -n 
4. »(n~i) ^.,. »(r*--l){n-2)(n-S) 1 

r 2<2»-l) ^ 2-4(2«-l)(2n-3) "} 

(Kugelfunktion, Legen dresche« Polynom). Die 
Funktion P„ gestattet die Darstellung *) 



P.(a0= 



dx- 



Vgl. § 39, Beispiel 3, wo sich auch Litetaturai^ben 
finden. 

§ 12. Bednktion einer lineareD pifferentialgleichnng 
nnter Benntzang einer bekannten Iiösnog. 

Die lineare Differentialgleichung nter Ord- 
nung (A) läßt sich unter Benutzung einer bekannten 
Lösung y = ^1 auf eine lineare Differentialgleichung 
(«— l)ter Ordnung zurückführen. 

*) Vgl. Schlesinger, S. S., § 45. 

Dcinzeaoy Google 



8 12. BeduktioQ einer lineuan DiffermtUlgleichuiig unr. 56 
Setct man nSmlicli 

eo erb&lt man doroh wiederholte Differentiation 

dx dx J ^ »1 ' 

dx' dx>!'''' + ^ dx' + ^'dx' 

Setzt man diese AusdrQcke in die Differeatialgleiohnng 
(A) ein, bo verschwindet der Faktor vonfzdx, wä iat die 
linke Seite von (A) für y ■- yi , nnd man erhält fBr g die 
Differentialgleichung (» — l)t€r Ordnung 

dabei ist gesetzt: -t — 

+...+(„_,-+i),p,,,^+p„,j, 

^--.-^((»)--.S^+^-).-.^£^+'..'. 



(10) 



+ (2),P.-.^ + J'.-.!'.) 
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Bilden die Fnnktioaen £,,...,«„ ein Fnndameatal- 
BTstem der Differentialgleichaiig (9), so ist 

(11) yi. yt=yijhäa>, ..., yn~yijendx 

ein Fandamentalsyatem der Differeotialgleiiliaiig (A). 
Denn bestände zwischen y^, .. ., y^ eine Relation 

C,yi + Ojft/«, (?« + ...+ C,yjgndx = 

mit konstanten Koeffizienten Ci , . . . , Cm, so würde durcli 
Dividon mit y^ und nachfolgende DifferentiatJon die Glei- 
chung entstehen: 

Zwischen der Determinante J des Fundamentaleystems 
yit ■ ■ ■ I Vn von W ^^ der Determinante J^ des Funda- 
mentalsf Btems g^, ..., «« von (9) besteht die Beziehung 

(12) Ji^Konst^Jj. 
Denn aas 

tilgt 

w^en [vgl. die erste Formel (10)] 

Ist e, eine L5smig der Differentialgleichung (9) and 
setzt man 

e = e^fudx , 
so genügt w einer linearen Differentialgleichung (n — 2)ter 
Or&nng mit der partikulären Lösung Ug ; die Substitution 

u = Ufjvdx 
führt auf eine lineare Differentialgleichung (n — 3)ter Ordnung 
für v; so fortfahrend, findet man schlieÜlich eine lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung mit der abhängigen 
YerSnderlic^en w und der partikidären Lösung w« . ßirch 
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wiederholte Anwendung der obigen Sfitze embt sloli das 
folgende FondamentalsTStem der Differentialgleichiu^ (A): 

yi. yt-yifhäx, !/a=!ftfi,dxjUfdx, ..., 

y- — yi/«»'^a:/«((Ja:. . . fw»dx . 

Die DeterminaDte dieseB Faudamentalsy stema kann auf 
die Fonn gebracht Trerden: 

J =Kon8ty;4"'t^"'. . .Wn. 
Bisweilen empfiehlt es sich, die lineare Diffe- 
reatialgleiohang (Ä) dnroh die Sabstitution 

(13) y = ee-^I'''" 

in eine lineare Differentialgleichnag mit der 
abhängigen Veränderlichen e fiberEuföhren, in 

welcher das Glied mit -^ — ^ fehlt. Ist nSmlich tp 

eine Fonktioa von x and setzt man 



HO wird 














*•< , dr <*•-' 


T+-- 














und die 


Differentialgleichmig (A) geht i 


iber in 








(»S + --)£^ 


■ + 


.0. 


Durch Nnllsetzen 
die Gleichung 


des Koeffizienten von -J^ 
da?'"-' 


erhält 


oder 











- — (Pi dx 

qa — e " J 
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L^a frir demgemäß eine IMfferentJalgldoliimg (A) 

zQgnmde, in welcher der Koeffizient Pi(x) von -^ — ~ 

identisch verecbwiodet, so nimmt die Determinant« eines 
beliebigen FondamentalBTatema 

A _ C«-/'«'- - C 
einen konstanten Wert an. 

§ 13. Nicht homogene lineare DifferentialgleichDng. 

Ist ein Fandamentalsystem y^, ■••,yn der line- 
aren homogenen Differentialgleichung (Ä) bekannt, 
80 läßt sich die nicht homogene lineare Differen- 
tialgleichung (2) 

vermittels Quadraturen integrieren. 
Um dies zu zeigen, setzen wir in (2) 

(14) |/= Ciffi + C,ff, + ... + 0.?», 

wo Cj, Cj, , , . , Cm nicht Konstante, sondern Funktionen 
von X darstellen. Werden die Funktionen O, , . . ■ , C^ be- 
liebig gewählt, so läßt sich C^ aus der Differentialgleichung 
(2) bestimmea. Anstatt n — 1 der Fonktionen C willkür- 
lich zu wählen, kann man auch » — 1 ßelationen zwischen 
Ci, ..., C„ willkürlich annehmen; eine »te Relation er«bt 
sich dann durch Einsetzung des Ausdrucks (14) in die Dif- 
ferentialgleichung (2). 

Die Differentiation von (14) ergibt 



di- 


r dVi 


+ ...+ C. 


'dJ + '' dx +•• 




als erst« der erwSImten n - 


- 1 ßelationen föbren vir ein: 


(16) 




^.1 + 


... + ,.^• = 0, 
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idann ist 

Unter EänfQhnmg der zweiten Relation 

wird 

So fortfahrend, hat man nach Einführung der (» — l)ten 
Relation 

(15-.) dSs^-5^ + ---+d^^-dS-'"° 

die "Gleiohimg 

und hieraas ergibt sich durch BifFerentiatioa 
(U-) 



d:c» ^' da?' "^ ■ ■ ' "^ " da" 



\ daf'^ äx "'"■■■"'■ daf-' dx ' 

Setzt man die für y und die Ableitungen erster bis 
nter Ordnung angeschriebenen Ausdrücke (1^, (14i), . . . , 
(I4n) in die nicht homogene Differentialgleichung (2) ein 
und beachtet man, daß 

£+^.£^'+-+^-.t+^-^.=» «=i ») 

ist« so erhält man als nte Gleichung zwischen C^, ..., (X 
die folgende: 

(15 ) t>.«3.+ 1 'i'-'y-^O' _ ru\ 

<"— ' daf-> da, + ■ ■ ■ + da;-' dx ''^''• 
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Die Gleichungen (16), (15i), .... (15„_i) stellen n li- 
neare Gleichnngen mit den Unbekannten 

dx ' ' " ' dx 
dar; da die Determinante der Koeffizienten der Unbekannten, 
die Determinante J dee Fundamentalsyatems y^ , . , , , y^, 
fSr keine r^uläre Stelle versdiwindet, eo hat man 

<") §=^'=«^) <'=• "). 

wo Ai die Unterdeterminante von -= — ~ in der Determi- 
nante A darstellt. Man hat also 

Ol =Jfi(x)dx + Ci, . . . , C, =jf^{x)dx + c, , 

wo a eine beliebige regaläre Stelle ist, während Cj , . . . , Ci. 
willkürliche Konstante bezeichnen. 

Demnach ist das allgemeine Integral der Differential- 
gleichong (3) 

(17) y-yiUfAx)dx + cA + ... + yJjuix)dx + c,\. 
Setzt man 

(18) n=!fJfi(^)äx + ... + ynjUii^)dx, 

d. h. bestimmt man die n Funktionen C^ , . . . , C« bo, daß 
sie für x = a verschwinden, so ergibt eich aus den Glei- 
chungen (14), (Ui), ..., (14,_i), daß für j;=a 

'=». S=»' fö-». ■•■■ £ä-o 

ist Demnach setzt sich das allgemeine Integral 

(19) ff = i; + Ci yi + . . ■ + c, «/« 

der nicht homt^nen Differentialgleichung (2) aus dem par- 
tikulären Int^iral i) der Differentialglei<Stung (2) und dem 
allgemeinen Int^ral c^ y^ + . . . + <^ii ?r der homogenen Dif- 
ferentialgleichuug (A) zusammen. Man nennt die Gleichung 



S 14. Übertragung der bisherigen Sitze auf ein System usw. 61 

(A) die zur DiSerentülgleicbuDg (2) gehörige reduzierte 
D^erentialgleichung. 

Die besohriebfflie von Lagrange Kerrfihrende Methode 
zur Int^iratioD der nicht honuwenen Differentialgleichung 
wird Methode der Variation der Konstanten genannt; 
sie besteht darin, daß man die in dem allgemeinen Integral 
y = Ol y^ -|- ... 4" Cupn der reduzierten Differentialgleiohung 
enthaltenen willkürlichen Konstanten C^ , . . . , G^ dwtoa 
Funktionen von x ersetzt. 

Die Ausffihmng der obigen Quadraturen l££t eich in 
denjenigen Filllen vermeiden, in welchen ein partiknlfires 
Integral y^ der nicht homogenen Differentialgleichung (2) 
ohne weiteres angaben werden kann (vgl. § 22). Bilden 
die Funktionen y^ , . . . , yn wie oben ein Fundamenial- 
syatem der reduzierten Differentialgleichung (A), so bat die 
nicht homogene Gleichung (2) das allgemeine Int^ral 

s' = yo + «iyi+-" + '^.y-, 

wo Ci, . . . , Cn willkürliche Konstante darstellen. 

g 14. Übertragung der bisherigen Sätze anf ein 

System Ton linearen Dlfferentialgleiehniigen erster 

Ordnung. 

Die in §§ 10 — 13 entwickelten Sätze über lineare Dif- 
ferentialgleichuiigen nter Ordnung lassen sich ohne beson- 
dere Schwierigkeiten auf Systeme linearer Differentialglei- 
chungen erster Ordnung mit n abhängigen Veränderliäien 
übffl^agen.*) 

Wir 1>etrachteo zunächst das System 



(B) 



^ - ^,i(a;)yi 4- . . . + ^1- i.x)y„ : 



-^ = Ai(a;)yi +... + A^ (a:)y„ ; 



*) Vgl. SauT&ge, Th^rie gön^nüe des BTeUmeB d'^uations 
diff^rentieiles linäaires et homogdneB', Paris 1895 (auch Annalea 
de la Faoult^ de Toulouse, Bd. 8 u. 9), sowie Koeaigsberger, 
Lehrbuch der Theorie der DifTerentiaigleichungeD, £sp. 3 u. 6. 

,.,:„.., .A.OOgIC 
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deasen Koeffizioaten Ajiix), . . . , .^(o;) aiulj^che Funk- 
tioDen von x sind, wel<^e sich in der Ümgebang der Stelle 
ar K^ a regulär verhalten. Sind bi, . . . ,K beliebig gegebene 
endliehe Größen, so besitzt daa System (B) eine und nur 
eine Lösung y^ , . . . , y„ von eoldier Beischaffenheit, daB 
für x^a 



?! = 61 J 



y- = 6- 



wird; die Funktionen f/i, •■ ■ , i/n können keine anderen sin- 
gulären Stellen besitzen, als die singulären Stellen der KoefH- 
zienten A*(a:) (t,Ä = l, ...,»), welche wir kurz als die 
singulären Stellen des Differentialsyatema (B) be- 
zeichnen (vgl. § 10). 
Sind »^ Konstante 



I gegeben, daß die Determinante 

611, ..., Kl 



(k = l,. 



,«) 



von Null verschieden ist, so bilden die n Lösungen 

(20) yi = vxi, ■■-, yn = y.% (i = !,...,«}, 

welche durch die Anfangsbedingungen 

yik=hi,, ..., «/„i = &«i (Ä = !,...,«) 

für £ >=> a bestimmt sind, ein Fundamentalsystem von 
Lösungen des BifTerentialsystems (B); 



(21) 



ist die Determinante des Fundamentalsystems (20). 
Die Koeffizienten A^i, des Systems (B) lassen sich durch 
die Funktionen yn ausdrücken. Da die Gleichung 
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§ 14. Übertr^img der biBberigen Sätze auf ein System usw. g3 
doTch die n WertaTSteme 

tfi = Vik, ■■■, yn = y»k (i = l,...,») 

befriedigt wird, so bestehen die n Gleichongen 



aas welchen sich die n Unbekannten An, . . . , Am in der 
!Form ergeben: 

- 4. 



dabei ist 



dx 



?*+!,» 



die Determinante, welche aus J dadurch hervorgeht, daß 

mau die Ate Kolonne t/n, • • . , 3/*« durch -5-^, • . . , -J-^ 
ersetzt- '^ "'^ 

Die Differentiation der Determinante J er^bt 

es ist also 

da; ~-^ A -^-^' 
und 

(22) A=Cei'^' 

Dcinzeaoy Google 
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wo die Konstante C den Wert von J an der Stelle x — a 
darstellt Ans diesem Ausdruck eri^ennt man, daß die 
Determinante A an keiner regnlären Stelle ver- 
Bcbwinden kann. 

BDden die » Lösungen 

yit, ■ ■ ■, ynk (fc — 1, ..., ») 

des Diffarentialsystems (ß) ein Fundamentalsystem, so läät 
sich jede Lösung 



von (B) auf die Form 



yn^Ct9nX + ..- + Cnt/nn 



bringen, wo C^, . . . , C^ Konstante sind. Umgekehrt 
stellen, wenn Ci, ■ . . , C» Konstante sind, die dunsh die 
Gleichungen (23) bestimmten Funktionen y, , . . . , y^ ^e 
/jöaung des Differentialsystems (B) dar. Die Gleichungen (23) 
stellen die allgemeine Lösung von (B) dar, wenn man 
(\, . . . , Cn als willkürliche Konstante auffaßt, dagegen 
eine partikuläre Lösung, wenn man den C bestimmte 
Zahlenwerte beilegt 

Zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems 

yu, --., Ifnk (i=i, -..,«) 

kann kein Gleichungssystem 

(24) 

l A?«i + ...+ ay,„ = o 

mit konstanten Koeffizienten Ci, ■ ■ ■ , C„ bestehea um- 
gekehrt bilden die n lÄsungen 

!/i = !fit, ■■■, yH = y«* (* = !,...,»> 

des Systems (B) ein Fündamentalsystem, wenn kein Glei- 
chungssystem von der Form (24) mit konstanten KoeM- 
zienten besteht. 
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Wir beweimn den wcdteren Satz {v^ § 12): 

Das Differentialaystem (B) l£6t sich, wenn eiae Lösaog 

!fi'=Vi> ■•■> *»=»?- 
bekannt ist, durch die Substitution 

(26) *.-y,-^y„, ..., #.-i-y,-,-2^y„ 

auf das System 

(26) ^-Bii«, + ... + B^,.,jF,.i (i = l, ...,»-l) 

surnckfDhren, worin 

Bn=A^i-A,t^ (». i = l,...,n-l) 

V- 

ist 

Es ist nämlich 

dx dx ri» dx ij« \dx ij« dxi 
- ^,y. +. . . + A«y„ - ^(Jvuji + . . . +^„i?«) 

- 5i(j,,i,, + . . . + ^,j,„ _ ?=(^i,j + . . . + ^,„^^1 
n»\ »?" J 

=(^--^'3"+-+K--^-'l)'-" 

w. z. b. w, 

Ürt ein Fundamentalsystem 

yi», ..-, y-» (*-l, ■■-,«) 

des Systems linearer homogener DifferentJalgleichungen (B) 

a DiCBTeDtUIglaidrangeii. 6 
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bekamit, so läßt sich das System linearer, nicht homo- 
gener Dif ferentialgleichungeD 



dnrch Quadraturen integrieren. 

Kach der Methode der Variatioa der Konstanten er- 
setzen wir die in der allgemeinen Lösung des redosierten 
Systems (B) 

t/. - CiVii + ■■■ + C^yi^ (i - 1 , . . . , tt) 

enthaltenen willkürlichen Konstanten C, , . . . , C„ durch 
Funktionen von x, welche wir so hestimmen, daß das 
Differentialaystem (27) befriedigt wird. Es ist 

durch Einsetzen in das System (27) unter Berücksichtigung 
der Gleichungen 

• ^-A,»,. + ... + A.>.,, 



*|=~A*.+... + ^.».. 



Da die Determinante A an jeder regulären Stelle von Null 
verschieden ist, berechnet man daraus 

und 

Ci=j\{x)dx + ei, ..., Gn=ffnix)dx + en, 
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WO «1 , . . . , Ai villkürliclie Konetante sind. Die allgemeine 
Lösung des nicbt hom(^;enen Systems (27) ist demnaoh 

Vi = ynljfi{x)dx + ci] + . . . + yJjfn{x)dx + eA 

{.• = l,...,n). 

Aufgabe. Man integriere das System linearer Diffe- 
rentialgleicbnngen 

Ti-'- 



%ty 



vermittels beständig konvei^nter Fotenzreihen von t . 

Durch Elimination von y nnd t leite man eine lineare 
Differfflitialgleicbang dritter Ordnung für x her and be- 
aclite, dafi dieselbe die singnlSre Stelle ^ = besitzt, vährend 
f = eine r^uläre Stelle des obigen Systems ist 



iiizedo^VioOglc 



IIL Abschnitt. 

Lineare Snbstitatioiieii,*) 



§ 15. Transformatioii einer linearen Sabstitation. 

Die lineare Substitution 



i: ::;; Ö 



ffihre die n Gr5£en j/j , . . . , jr« in die » neuen Größen 



y» =• a^lpl + ■ ■ ■ + Onnlfn 



über. Wir bez^chnen die Gleiobung nten Grades mit der 
Unbekannten tu 



(2) AM- 



als die Fundamentalgleichung der Substitutiou ;S. 

*) In lUeaem AbBchoitt werdeo algebraische SKtze abgeleitet, 
welche im folgenden wiederholt Anwendung finden, und zwar 
1. im V. und IX. AbBohnitt zur Untersuchung des Verhaltens 
der Integrale einer linearen Differentialgleichung; 2. im IV., VL 
imd Xn. Abschnitt zur Vereinfachung von DifferentiakjrBt^nen. 
Die im gegenwärtigen AlMchnitt dargelegte Methode zur Her- 
stellung der kanoniBchen Form einer linearen SubBtitution ist in 
Verbindung mit der zweiten Anwendung von C. Jordan (Comptes 
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Venaittels einer linearen SnbstitutioQ T fahren frir «n 
Stelle von y^, . . . , y^ die Oröfien 

«i-J-iiffi+'-' + n-y-» 
(3) 

'- = j'-iffi + ... + j'».y» 

ein; durch dieselbe Substitution T werden y^ , . . . , g^ in 



(4) 

übergeführt Die Determinante 



ym, •■■, : 

sei von Null verschieden. Bezeichnet man die durch 7* 
dividierte Unterdeterminante des Elementes yi^ in der Deter- 
minante r mit Yii, 80 ist 

( Vi = y'iiii + ■■• + />.%»», 

«/««j-i-jei +■ ■■ + /—«■■ 
Die Substitution , 'welche e,, . . . , t^ ia y^ , , . . , y^ über- 
fährt, wird als die inverse Substitution von T mit 7'* be- 
zeichnet. Es ist 

y'u, ■■■, 7'»i , 

^= ■. -T- 

n- . ■ ■ ■ . 7'- 

renduB, Bd. 78, S. 787) entwickelt, in Verbindung mit der ersten 
Anwendung von Hamburger (Crellea Joum., Bd. 76) dargestellt 
und von Oasorati (Compt«s rendua, Bd. 92, S. 175 u. 238) mit 
Bflckeicht auf die Weierstrafieohen £lementart«iler (Berliner 
Monatsberiebte, 1868) ergänzt worden. Vgl. die Darstellung bei 
Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen. — Übrigens kOnnte fOr unseren Zweck auch die 
Theorie der büinearen Formen (Weierstrafi, Berliner Monateber., 
1868; Werke, Bd. II, S. 19) ohne weiteres benutzt werden. Vgl. 
Weierstrafi (Werke, Bd. II, S. 76), S&uvage (s. Zitat ( U), ferner 
Huth, Theorie und Anwendung der Blemenurteiler. 
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Wendet man auf ;», , ■ ■ ., e» Dacbeinander die Sab- 
stitutioaeQ T-^, S, T an, bo erhält man nadieinander 
die Größen y^, . . . , y^'^ y^, . . . , y^', e^, . . . , s„; die 
SabBtitntion 

Vi, .-., 'nj 

ist also ans den Substitutionen T-^, S, T zasammengesetzt : 

Man sagt, S gehe ans S durch Transformation 
mit der Substitution T hervor. 

Ersetzt man in den Qleicbongen (4) yj , . . .,y^ durch 
die Ausdrücke (1), so erhält man 



(6) 






(7) dik =' ynon ->[- . . . + j-fBO^i 

ist. Setzt man weiter in den Gleichungen (6) für yi , 
y» die Ausdrücke (5) ein, so erhält man 



in=hniei+... + bn,S„, 

wobei 

(9) bit = d,tYi, + ... + dinYin 

gesetzt ist. Die Gleichung 

bii — (O , . . . , bin 



(10) B(»)- 



ist die Fondamentalgliochui^ der Substitution 8". 
Wir zeigen, daß für alle Worte von w 



vGooqIc 



§ 15. Tnmri'm^in&tion einer linewea Substitution. 
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ist, d&6 ftlao die FundameDtalgleichung einer Sub- 
stitution S nicht geändert wird, wenn man die 
Substitution S durch eine transformierte Sub- 
stitution 5' ersetzt. 

Nach dem Multiplikationsgesetz der Determinanten ist 
mit Rücksicht auf (7) 



yii. 



yi" 



a,i- 



Oi, , . . . , ( 

^i-yii^> ■■■> dl- — n-a 



dnl — ynlOJ, ..., dnH — UntH 

femer ist mit Rü<^sicht auf (9) 

6,1 - CO , . . . , 6i„ 



dii - j-ii a 



Kl, ■■•, b. 

■ ■•, dl» — n»« 



Yu, 



4.1 — y-lO», ..., d,n-7n»(0 /„l, ..., )<,« 

Unt^ Benutzung der Bezeichnung 

2)(G>) = |<4i-j-,»a>j (»,*-=!,...,») 

schreiben sich die beiden letzten Gleichungen: 

(ü) BM-ÄMP, 

(12) B{a>)-T)(m)r. 

Darch VerbiDdung der Oleichongen (11) und (12) 
erhält man 



oder, da 

iat, 
(13) 



B{p,)-A(a,)rr 

rr-1 

B{w) - vl(i») . 



nzeaoy Google 



72 m. Abschnitt Lineu« Snbatitatioiien. 

§ 16. KuionlBche Form einer linearen Snbstltntion Im 
Falle elnfkeher Wurzeln der Fandamentalgleiehnng. 

An Stelle von ^i, . .., y^ führen ^r gewisse lineare 
Verbindnogea Tj , . . . , Yh ein, welche eine m^lichst ein- 
fache Substitution erf^iren, wenn die Großen y, , . . . , y^ 
der Substitution (1) unterworfen werden. 

Zunächst suchen wir n Konstante fi, . . . , y^ so za 
bestimmen, daß die Funktion 

(14) ^=7»?,+...+}-»^. 
die Substitution 

(15) T= m T 

erleidet, wo m eine noch zu bestimmende K<mstante dar- 
stellt. £s soll also 





1 yi + • ■ + y.». - »ta »1 + • • ■ + !■.».) 


sein oder, wenn man ^i , . . . , f/„ Dach (1) durdi y^, ... 
y. auBdxückt, 


Ci («11» + ■•■ + «..».) + ■■• + )■. (».1 »1+ ■■• + »..!(.) 


- «"(nyi + • • ■ + !■.».) -^- 1" ll,<\, - i. 


Durch Nnllsetzen der Koeffiäenten von yi , 3/, , . . . , y, 
erhalten wir die n Gleichungen : 




(«1. - 01)71 + «>. r. + • • ■ + o..)'. - , 


(16) 


«11 n + («i. -<»))'. + ■■■ + «.t r. - , 




«1 - j'i + «s. r» + ■ ■ ■ + K- — fl>) y« = • 



Damit diese Gleichungen durch Werte yi, y,, . . ., yn 
befriedigt werden, welche nicht sämtlich verschwinden, ist 
notwendig und hinreichend, daß <o eine Wurzel der Funda- 
mentalgleichung (2) ist 

Ist <a eine einfache Wurzel der FundameDtalgleichung;, 
so können die Unterdeterminanten A{i(fi}} der Diagonal- 
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glieder Oii — w (t — 1 , 2 , . . . , n) der Deternmiaiite Ä{(o) 
nicht fiämtlich verecbwinden; denn sonst wSie 



dal 



-_2'A.(<»)-0, 



d. h. CO wSre eine meliTfaclie Wurzel der Gleichung Aito)='0. 
Ist «. B. 

Ai(<»: 

von Nnll verschiedeD, bo sind durch die Gleichnngen 
öl» n + (<hi - ^)Yt + ■ . ■ + 0»» y» = , 



aim7i + (h»ys+- ■ + («-- — a>))'« = 

die GrdÖen }>, , . . . , Yh bestimmt, nachdem man y^ will- 
kürlich aDgenommen bat. 

Wir nehmen zunächst an, die Fundamentalgleichung 
habe n verschiedene Wurzeln a>i , . . . , to« . EÖe Glei- 
chungen (16) werden, wenn man m = cot setzt, durch die 
Werte 

Yi — Yn» ■■■ , 7» — ?■.» 
befriedigt Dann werden die n Größen 

(17) r: = My.+...+j'f.?- 

infolge der Sabstitution (1) in 

(18) Y, = a>, Y. 
itbeivefBbrL 

Die Determinante 



{* = 1 , . . . , n) 



Xii . 



Ym 



ist von Null verschieden. Denn im Falle 7^ ~ wQrde 
zwischen T^, .... ¥„ eine lineare Eelation 

c, r, -I- . . . + a r„ = 

i..-.:s....GooqIc 
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beetehen. Eine solche Relation ist, wenn man die Aus- 
drücke (17) einsetzt, identiscli in y, , . . . , yn erfüllt; sie ist 
also aocii erfüllt, wenn man auf ifi, . . . , y» die Sub- 
BÜtutJon (1) oder «ai 7i, . . ■ , Y„ die Substitution (18) an- 
weudet. Durch wiederholte Anwendung der Substitution (18) 
erhält man die n Gleichnngen 

Ci Ti + . . . + c„ r„ = , 
ß)i Ol Fl + . . . + ü)« C, r„ = , 



o>i"' Ci Yi + . . . + wr ^ c« r„ = , 



welche nur dann 
Determinante 



bestehen können, wenn die 



verschwindet. Diese DetermlDonte , welche gleich dem 
Produkt der Differenzen der « Größen (a^, . . - , tw, ist, ist 
aber von Null verschieden, wenn die n Wurzeln q>i , ■..,«>. 
der Gleichung (2) voneinander verschieden sind. 

Wir haben den Satz: 

Eine lineare Substitution (1), deren Funds- 
mentalgleichung (2) lauter verschiedene Wurzeln 
o)] , ..., a>ii besitzt, läßt sich auf die folgende 
kanonische Form transformieren: 



n = a,,r., 



(18) 



§ 17. Elementarteiler der Determinante A{io). 

Die GleiohuDg Ä{ta) = habe die Wache Wurzel <o = (Oo, 
so daß die Determinante Ä(fa) durch die ^te, aber durch 
keine höhere Potenz von a> — q>o teilbar ist. Wir nehmen 
an, (co — (o^)'* sei die höchste Potenz von m — to^, durch 
welche sämtliche Unterdeterminanten (n — l)ten Grades von 
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A{o}) teilbar sind, (a> — cogY' die höchste Potenz, durch 
welche sämtliche Unterdeteiminanten (n — 2)teD Gradee, usw., 
(a> — (Uo)''~' '^ höchste Potenz, durch welche sämtliche Unter- 
determinanten (n — v-\- l)tea Grades teilbar sind, während 
mindestens eine Unterdetenninante (» — >')ten Grades von 
Ä(a}) für tu = tuo einen von Null verschiedenen Wert haben 
möge. Dann ist, wie wir st^leicb sehen werden, 



setzen, so ist 

(m - co^y = {m~ to^y- (ü> - ß)o)^ . . . (o) - co^y- . 

Die Größen 

(cu — ü))*" , (tu — (o^Y" , . . . , (co — co^ 

werden nach Weierstrafi *) als Elementarteiler der 
Determinante ^(a>) bezeichnet. 

Die Bichtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung 
oi^bt sich so. Der DifferentialquotieDt Ä'(o}) der Deter- 
minante A(co) ist eine Summe von Determinanten (n — l)ten 
Grades; sind diese sämtlich durch {co — w^)'^ teilbar, so 
enthält ^'(o)) denselben Faktor und A{o)) den Faktor 
(ö) — too)''"^' . so daß i ^ ij + 1 , also l — li>0 ist Usw. 

Wir geben ohne Beweis an, daß auch 

oder 

«i S e, Ä - ■ . ^ c, 
ist. 

Die Determinanten A{co) und B{o>) stimmen 
in den Elementarteilern nberein. 

Um diesen Satz zu beweisen, zeigen wir, daß eine 
Unterdetenninante Aten Grades (Jl = 1 , 2 , .... n — 1) von 

*) WeierstraB, Zur Theorie der bilinearen und quadra- 
tischen Formen (Hon&taberiohte der Berliner Akademie, 1868; 
Werke, Bd. II). 
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B{€o) eine lineare homt^ene Funktion von Unterdetenrnnanten 
Aten Grades von A{(0) ist Aus der Gleichiuig (12) folgt, 
daß eine Unterdeterminante Aten Grades von B(w) als 
Summe ersoheint, von welcher jedes Glied ein Frodokt aus 
einer Unterdeterminante >lten Grades von D{a>) und einer 
Unterdeterminante Aten Grades von F' ist. Mit anderen 
Worten, eine Unterdeterminante Aten Grades von B{ca) 
ist eine lineare homogene Funktion von Unterdeterminanten 
Aten Grades von D{(o). Aus der Gleichung (II) folgt 
ebenso, daß sich jede Unterdeterminante Aten Grades von 
I>{(a) als lineare homogene Funktion von Unterdetetminanten 
.Iten Grades von Ä((u) darstellen läßt. Demnach kann eine 
Unterdeterminante iten Grades der Determinante B((o) als 
lineare homogene Funktion von Unterdeterminanten Aten 
Grades der Determinante A(a>) daif;estellt werden. 

Ahnlich erkennt man, daß sich jede Unterdeterminante 
Aten Grades der Determinante A{co) als lineare hom<^ene 
Funktion der Unterdeterminanten Aten Grades der Deter^ 
minante B{a>) darstellen läßt. 

Sind nun sämtliche Unterdeterminanten (n — x) teu 
Grades von A{o}) durch (o) — oi^)'" , aber durch keine 
höhere Potenz von (o — oi^ teilbar, so sind auch alle Unter- 
determinanten (n — K)ten Grades von B(o}) durch (cu — cop)'" 
teilbar; wären sie durch eine höhere Potenz von cu — (Uq 
teilbar, so müßte diese höhere Potenz auch in allen Unter- 
determinanten (» — x)ten Grades von A{o}) als Teiler ent- 
halten sein, was von vornherein angeschlossen wurde. 

Damit ist nachgewiesen, daß die DetftrtBinante B{to) 
dieselben Elementerteiler besitzt wie die Determinante A(ca). 



§ 18. Transformation einer linearen SnbstitQtion im 
Falle mebrfoeher Wurzeln der Fundamentalgleichung. 

In § 16 wurde die durch die Gleichungen (1) definierte 
lineare Substitution S unter der Voraussetzung, das sämt- 
liche Wurzeln der Fundamentalgleichung (2) verschieden 
sind, auf eine einfache kanonist^e Form gebracht. Wir 
führen jetzt eine entsprechende Untersuchung fOr den Fall 
durch, daß die Fundamentalgleichung mehrfache 
Wurzeln besitzt. 



..A.Odi^lC 
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Die Detenninaiite A (tu) sei darch (a> — a>o)' , aber 
dnrcb keine höhere Potenz von m — a>o teilbar, £a trete 

ij- mal der Elementarteiler (o> — <o^Y , 

h- » u » (o* — 0*0)' » 



anf, wo Xi, Xf, . . . , X» ganze positive Zahlen oder Xnll 
rind, welche die Bedingnng 

erfüllen. Wir setzen 



Bo daß 

ist. Die Anzahl deijenigen Elementarteiler der Determi- 
nante A{(o), welche Potenzen von cu — cop sind, ist v. Für 
(o = (Of^ verschwindet die Determinante A (eo) nebst sfimt- 
lichen ünterdetenninanten (n — l)ten, . . . , (m — v + l)ten 
Grades, während sicher eine Unterdeterminante (» — v)ten 
Grades von Null verschieden ist*) Mit anderen Worten, 
das System der »> Größen 

Oll — a>o, • ■ ■» «iH 



ö«l , ..., (^« — («0 

ist vom Bang n — v; d. h. es verschwinden alle ans diesem 
System gebildeten Determinanten {n — y-\- l)ten Grades, 
während mindestens eine Determinante {« — r)ten Grades 
von Null verschieden ist. 
Soll der Äusdmck 

» = yiyi+--- + ?'-y« 

*) Die Zahl r hat «Uo hier dieselbe Bedeutung wie in f 17. 
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erleiden, so mÜBsen 7i, ■ • ■ , yn Jtf^h § 16 den GleiohnngeD 

|{a„ - too) y, + . . . + a. , y, = , 

Ol» yi + - . . + (o»» — ßJo) y» — 
genügen. Ist z. B. die Deten&inante (n — >')ten Qrades 



0^»+l I • • ■ ) «HB — 

Tou Null Terschieden, so ei^ben üoh 7^+1, ■ ■ ■ , y» sls 
lineare honu^;ene Funktionen von Yi, ■ ■ ■ , Y*> ""i^ ichreiben 



(20) 

Setzt n 

(21) 

Bo iet 
(22) 



y^+i — c,+i.iyi +■ .• + «,+!,, y., 

y» = Ci.i>'i +■ ..^-«».^■ 
«l = ffi + 'v+i.iy.+i + ■ • ■ + c»iy« > 

«, — y, + C+i,,y,+i+... + c.,y„, 

« — n«i + ••• + >'■•«' 



mit den «illkfirlicheii Konstauten y^, ...,}•, die Bllgemeinste 
lineare homogene Funktion von y^ , . . . , ^h r wel^e durch 
die Substitution S in m^u übergeführt wird*). 
Die n Größen 



(23) 



«r, y.+ 



yn 



•) Entepreohen der Wurzel oij lauter einfache Elementar- 
teiler von Ä{ta), BO ist e^l, l^=v = i,; Dach Ermittlung der 
y OrOfiea w, , , . . , w* ist die r-fache Wurzel (Og erledigt. Daa 
Weitere kommt nur fOr mehrfache Elementarteiler in Betracht. 



§ 18. Trftneformatton einer linearen Substitution usw. 
erfahren die Substitution 

«1 = O)o «1 , 



(24) y,+i"oU,,i«.+ 






'« = o!.l«I + ■ ■ ■ + <^,tt, + <r+l Jfr+I + ■ . ■ + (^« y» . 

Nach § 17 kann die Determinante A{a}) ans den Koeffi- 
zienten der Gleichungen (24) ebensc^t wie aus den Koeffi- 
zienten der Gleichungen (!) gebildet weiden; es ist also 




= (a)o — oyyA'io}) , 



(26) 



(0) = 



o;+i., 



ist. Die Determinante (» — >')ten Grades Ä'{io) enttUÜt den 
Faktor (a> — cug)''*'; nach einem Satze von CaBorati, dessen 
Beweis in § 21 nachgetragen wird, enthält sie jeden Ele- 
mentarteiler in einem um 1 geringeren Vielfachheitsgrad 
als die Determinante A{o}); es tritt also in A'((o) 
^-mal der Elementarteiler (cu — co^y , 
h- ,< » » (a> — ß>o)* t 



(ö) — (üo)*-' 



vGooqIc 
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aa£ Die Anzahl der EtemeDtarteiler der Detennioant« A'(a)), 
welche Potenzea von tu — coo sind, iBtJl,+;i, + ... + ^ = »/. 
Für tu = (Uo verschwindet die Detenoinante Ä'{m) nebst 
ihren Unterdetemiinaiiteii(n—>'—l)ten, , . .,{»— y— r'+l)ten 
Grades, während mindestens eine Unterdetenninante vom 
Grad n — V — y' von Null verschieden ist; es Bei z. B. die 
Determinante (n — v — »^teu Grades 

nicht Nall. 

Der Ausdruck 

wild durch die Sabstitation S übei^f&hrt in 

V = «+1,1 J-i+i + ... + <! ji) Ml + .. . 

+ K+i„-ny;+i 4- ■ - - + <,+! r'n)yr^i + ■■. 

Soll V gleich der Summe aus co^ v and einer linearen homo- 
genen Punktion von u, , . . . , u, werden, so mnS die zweite 
Zeile des obigen Ausdrachs für v mit cugV übereinstimmen, 
es müssen also y'^^i, ■ ■ ■ , y» den Gleichungen genOgen: 

i K+i„+i - Wo)yi+i + ■■■ + <r+iy; = , 
(27) 

[ «;+,,. /,+! + . . .+ K« - too)?-; = . 

Hieraus ergeben sich >i+v'+i , . . . , y'n a\& lineare homogene 
Fanküoaen von )^+i , . . ■ , yi+r-i 

Iyi+y'+i = c;+^+i,,+i K+i + ■ ■ ■ + <^w+h*w/^w , 
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f"! — yr+I + Cj+r'+l.r+iy.+r'+l + ■ • • + <i.^+l!fn , 

V — UrW + 4+r'+l,r+»'y»+r'+l + ■ - • + ^.r+r'*» » 

80 iBt die allgemmnste Funktioa v, wel(Ate die obea aa- 
g^ben« ESgensoliaft besitzt, dargestellt durch 

(30) « - /,+i »i + . . . + K+r-f^ 

mit deo wiUkOrlidieB Konstanten fr+i, ■ ■ ■ , yi+f'- 

Die Sobslitatioo 8 f&hrt die Oröß^ f^ , . . . , Vr* &ber in 

«1 — ft>o «1 + «Ji («1 > ■ ■ ■ , «r) ,! 



tV — (0(, V + 9'r'{«l , ••■,«.), 



■wo ipi , ■ . . , qar' lineare honw^ene Fonktionen von u^, ...,u, 
sind. Zviflohen tp^, . . . , «p^- kann keine lineare hörnerne 
Relation mit konstanten Koeffiaeaten besteben. Denn wSre 

fBr alle Werte von w, , . . . , u, , so hätte man 

C. S, + . . . + O-iv = <üo(Ci r, + . . . + Cy r,.) ; 

es wäre aoSer den v Funktionea %,...,«, noch üne 
weitere Fonktion C^Vj +...-{■ (X-%' vorhanden, welche in- 
folge der Substitution S mit (Og moltipliziert wird; dies ist 
je£oh nicht möglich. 

Da tpi, . . . , 9>,' durch die Substitution S iB(Oaipi j ■ ■ ■ > 
<o^ <Pr' übeiveführt werden, so kann man % statt tp^, . . . , tv 
statt 9v scnreiben, so daß die i/^v Größen v^ , . . . , r,- in 

»1 = <i)o «1 + «1 , 

flbeiv^en. 

Wir haben jetzt die n Größen 

(31) Ui, .... «,, »1, .... V,-, VrW+i, ■•-, Vn, 
I« Dlfferentialgleiehungen. ft (^.An|p 
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welche die Substitution erfahren: 



»1 = fl>fl «1 + «1 , 



(32) 



fj,' = (Oo «,• + tv , 



+ <,+,'+iy,tr'+i 4- . . . + fli:»y, . 
Aus den Gleichnogea (32) ei^;tbt aich 
(33) Aio)) = (<Uo - o)y*''A"{o}) ; 

die Detenainaote 



(34) ^"(0)) = 

(^',+,'+1 , . ..,«;'« — to 

hat nach dem Casoratisobeu Satze 

if- mal den Elementarteiler (a> — cog)' , 

im ganzen t^= i^-\-. . . + Xt Elementarteiler. 
Soll der Ausdruck 

w — Y"+p-+iy»+y-*i + ■ • • + /iy» 

durch die Substitution S in 

w = ä)o w + v(«i ,...,«,, Pi ,..., «,') 



■A.OcIi^ic 
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übergeführt werden, wo y eine lineare homogene FunküoD 
der ji und v darstellt, so mOssen y"+,'+ti ■ ■ ■ , /h den Glei- 
chungen genügen: 

(K+r'+l,r+,^+l — tOo) 7"*r'+l + ■ ■ ■ + <-+»'+! /»='0, 

'^'■t-^+i.«y'Ur-+i + - ■ ■ + «■ — O»o)/"' = ■ 
Es sind >^ lineare homi^ne Funktionea w^ , . . . , v>^ von 
y,+.-+i, . . . , tfn so vorhanden, daß die allgemeinste Funk- 
tion w in der Form erscheint: 

Die Größen w^ , . . ■ , tOr~ gehen infolge der StibBtitnti<»i S 
über in 

tPl = («O Wi + Vi {"n ■ ■ ■ 1 W» j *•! ) ■ ■ ■ I V,') , 
W^= tOoWr' + V»"("l> • • • t «Tf «1 ( ■ ■ ■ ( fr')) 

wo Vi , . . . , Vt" lineare hom<^;ene Funktionen von «^ , . . . , 
H, , Vi, . . . , Vr- sind, Zwischen welchen keine Relation von 
der FoRU 

besteben kann, wo tp eine lineare homogene Funktion von 
Ui, . . . , u, darstellt. Denn eine solche Ilelation würde die 
Gleichung nach sich ziehen; 

= Wa(CiWi+...+ C^io,')+tp{Uj, ...,«,); 
Q w, + . . . 4- Cv- «," würde ein weiterer Ausdruck sein, 
welcher das Verhalten der Größen v^ , . . . , «^ zeigt, was 
nicht möglich ist. Die Größen Vi » ■ ■ ■ ■ V»" zeigen bei der 
Substitution S dasselbe Verhalten wie die Größen v. Wir 
können daher yii, . . . , y/y- durch 1^ , .... v,^ ersetzen, so 
daß tPi, . . ., ti>r" in 

(36) 

Obei^hen. 

6* [ 
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Setsen wir dieses Ver&hr^ fort, bo treten an Stelle 
d«r Gr6£eii ^i, . . ., y« die folgenden linearen homo- 
genen Verbindungen dieser n Gröfien: 

dabei iat 
nnd 

Infolge der auf y^, . . . , y^ angewandten 8ab- 
Btitntion S gehen die n Größen (37) fiber in 

«1 = Wo «1 > ■ ■ ■ 1 M, = ß>, «, ; 

«1 = 0)^ V, + «1 , .... «^ = 0)0 «,- + «,•; 

"i = o>o «?, + »1 , . . . , w," = (üo w»- + f,"; 



Wir können die transformierten GrÖfien u,v,w,...,t 
folgendermaßen den Elemeotarteileta der Determinante A{(o) 
Zuordnen. Den A« = >^''^) «-fachen £3ementarteilem ent- 
sprechen die Größen 

«« , V« , w« , ■ ■ ■ , ta {a = l, . .., X,) , 

welche in 

«« = cuy, «a , W« " (Oo *"= + «« I ^B = tt»o *"■• + *» » ■ ■ ■ > 
\ — Ü>6 /« + 5« 



USW. ; den X, =V — v" zweifachen Elemeotar- 
teUem entsprechen die Größen 

welche in 

«« = «>o w« ) Wa = («o «a + «« , 

i..-.:s....GooqIc 



§ 19. Eanooiacbe Form eia«r beliflbig«ii linawen SnbatHntioii. 85 
und den li=v~i/ einfachen Elem^itarteüeni die Gröfien 
tt„ (« = */+!, ...,v), 

welche in 

«« = a>o "<. 
öbergeführt werden. 

§ 19. SJmoniBche Form einer belieblgren linearen 
Snbstitntioii. 

Die Eigebniese des vorangehenden Panujaphen mögen 
jetzt in anderer Bezeichnoi^ dai^ieetellt werden. 

Die der linearen Sabatitutioa 8 entaprechende 
Determinante A{(ß) habe die Elementarteiler 

{w-o)^, (oi-ft),)^, ..., {(o-m^Y', 
wo 

j^ + ft + ••■+/*- — « 
ist; die Größen m^, o), , ..., cOm braacben nicht Bämtlicb 
verBchieden zn sein. 

Wir transformieren die SnbstitQtion S Tennittels einer 
linearen Sabstitation T, welche die Größen jr, , . . . , y^ in 
die neuen Größen 

(39) r.,, r,„ ..., r,,„; ...; r,„ y.„ ..., r.,„ 

fiberfOhrt; diese zerfallen so in mGnippen, daß dem /(<-fachfin 
Elementarteiler {<o — mif^ die /j^-gliedrige Groppe 

entspricht Die transformierte Snbstitntion 

,, IX,, r.,„; ...; T.., ..., r.,„\ 

"Uu, ■■■, r,,„: ...; r.., ..., ¥.,J 

wird durch die Gleichungen dargestellt: 

f r„-o.,r„, 

(40) J X«-nT„ + T„, (i_i,...,„) 

l K,„-<».r,,„ + r,,„_,. 

DcinzeSovCoOglC 
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Wir bezeichnen diese Substitation 8' als kanonische Form 
der SnbBtitation S. 

Einem /t-&ichen Elementarteiler (oi — (Ot'y der Deter- 
minante A{a}) entsprechen aleo in der kanonischen Form 
ft Gröfien y, , Yj, ..., Y^, welche in 

Yi = (üaYi, F, = a)oy, + r,, ..., Y^ = (o^Y^ + Y^.i 
Obei^führt werden. 

Hat die Determinante A{(o) lauter einfache Elementar- 
teiler 



-0)1, 



ä» — (Out 



wobei (Ol, . . . , cuh nicht sämtlich verschieden zu sein 
brauchen, so wird die kanonische Form der Substitation S 
durch die Gleichungen dargestellt: 

Für den Fall, daß die Wurzeln w^, ..., <On der Funda- 
mentalgleichung -^((u) = sämtlich verschieden sind, ist 
dieses Resultat bereits in § 16 bewiesen worden. 

§ 20. Benatzong der bisherigeii Sätze zur Tereinf sclinng 
von Differentialsystemea. 

Von der in den vorangehenden Paragraphen behandelten 
Theorie der Transformation linearer Substitutionen haben 
wir öfter (lebrauch zu machen, um ein System von Difie- 
renti^gleichungen zu vereinfachen. 

Wir beginnen mit einem System linearer Differential- 
gleichungen mit konstanten KoefGzienten: 

dy, 

■j^ = anyi + ■ ■ . + ainyn , 



(41) 

Wir setzen 
(42) f{r) = 



djfn 



•aniyi-¥----'t-a„ny« ■ 



r'.,-..:S....GoOQlc 
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Die Detenainante fir) habe nmichst die rin&tchen 
Etemattartaler 



wob« r, , . . . , r. nicht notweDdig verschieden sind. Die 
liDeare SabstitDtion 8, welche 

m 

d« ' ' " ' dx 
öberffihrt, kann aof die kanonieohe Fonn gebracht werden: 

dx 



(43) 






Dabei sind F, , . . . , F^ gewisee lineare homogene Funktionen 
von y, , . . . , y. , deren Koeffizienten von x nicbt aUiSogen, 

so daß -j-i , . . . , -j-^ dieselben linearen bonu^neD Funk- 

tionen von -~ , • . . , -f- sind. 
dx dx 

Hat die Detenninante /(r) die mehrbcben Mementar- 
tdler 

(*•-'■l^. ■■■> {r-T^Y', 

wobei 

/h + ••• + /*-- ♦» 
sein muß, wShrend r, , . . , , r^ nicht notwendig verschieden 
sind, so lassen sich die Differentialgleichiii^en (41) auf die 
folgende kan<mieche Form bringen: 
dT„ 

djr. 
dl 

dY,, 



(44) 



(••-1,. 



d. -"^'.'.+ ^'- 
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die neaen Yerfioderlichen 

(45) ¥n, Yi„ ..., Ti,^ (i^l,...,m) 

sind lineare homogene Funktionen von y, , . . ., ]/h mit kon- 
stanten Koeffizienten. 

Im Bectiaten Abschnitt hetrachten wir das System 
linearer DifferentialgleichungeQ 



X^^^n{x)!,l + ... + ^ln(^)yn> 



(46) 



^t= 



f.i(»)»i + - ■ + SP..(«)!'., 



!P(»(ic) = 0(» + oj»« + ai'tx' + .. 



(i,*. 



eine Potenzreihe von x ist Hat die nach Formel (42) ge- 
bildete Detenninante f(r) die Elementarteiler 

so läßt sieh dna Differentialsyetem 



(47) 



-Oiiyi + .- -l-oi-yHi 






.iyi + --- + «»«.y« 



dadurch, daß man vermittels einer linearen Substitution T 
neue abhängige Veränderliche (45) 

Tu, Y„, ..., r,,^, (i-1,...,») 
an Stelle von y^ , • > > , $^. einführt, auf die Form bringen: 



(48) 



da; 



.r,r„ + r„, 



.r,r,,„ + r,,, 
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Mao ei^eDDt dies, indem man beachtet, daß die Systeme 
(47) und (48) aus den Systemen (41) und (44) dadoräi htr- 

voigeben, daß man x durch Joga: und demgemäB -=^ durdi 



ereetzt. Durch dieselbe lineare Substitution T geht 



das Differeattalsystem (46) über i 



(49) 



dx 
_dY„ 



-r,Y„ + T„ + . 



(i-1,. 






■r,r,,„ + Y,,„ 



wo an Stelle der Punlite lineare homogene Funktionen der 
neuen Veränderlichen (45) stehen, die als Koeffiaienten 
Potenzreihen von x haben, welche für x = (t verschwinden. 
Hat die Determinante f{r) lauter einfache Elementarteiler 
r — fi , . . . , r — r„, so hat das System (49) die einfachere 
Form 

(50) x^-r,T, + TlAi,x + Ar,x' + .. .)T, 

(i-1, ...,„). 

Im zwölften Abschnitt wird uns ein Differentialsystem 






Fi(i/t, ...,yn) (i = l,...,M) 



begegnen, wo F/ eine Potenzreihe von ffi, . ■ ■ , y» darstellt, 
welche ffir y^ •= 0, . . . , y„ =• verschwindet; wir Bohreiben 
die linearen Glieder an: 

Fi — otiyi + . . . + Ot^yn + ■■■ . 

Das auf die linearen Glieder reduzierte System (51) 
hat die Form (47); es geht, indem man vermittels einer 
linearen Substitution T mit konstanten Koeffizienten die 
neuen Yeränderlichen (45) einführt, in die Form (48) über 
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Durch dieselbe lineare Bubstitation TerUlt das System (51) 
die (restalt 



(52) 



dx 



<*x (» = 1 , . . . , m) 



--r.-ri.^ + r,,, 



rechts stehen Potenzreibeu der neuen Yeränderlichen (45), 
von welchen nur die linearen Glieder angeschrieben sind. 
Wenn die Determinante f{r) lauter einfache EUementarteiler 
besitzt, tritt au die Stelle von (52) das einfachere System 

(M) «^'_r,r, + ... (i_l n). 



§ 21. Beweis eines Uilfssatzes. 

Der Beweis des in § 18 ausgesprochenen und benutzten 
Satzes von Casorati*) ist noch nachzutragen. 

Wir nehmen an, die aus den Koeffizienten der linearen 
Sabstitntion (1) gebildete Determinante Ä{a>), welche wir 
uns auf die Form (25) gebracht denken, enthalte die Zte, 
aber keine höhere Potenz von (o—a>„', (»w— cdo)'», (cd— «>(,)'', . . . 
sei bzw. die höchste Potenz von w — 0}^, welche in allen 
ünterdeterminanten (n — l)ten, (« — 2)ten, . . . Grades von 
A{ai) enthalten ist, während raindestens eine Unterdeter- 
minuite (» — y)ten Grades für m = <Oq von Null verschieden 
ist. Dann sind nach § 17 die Differenzen 

«1 = ^-^. H = K-'k> ■■■ 

positiv, und die Determinante A((a) hat die Elementarteiler 

(q) — (üo)* , {a> — a)o)" , .... 



•) Casorati, Comptea rendus, Bd. 92, 8. 175 u. 238. — Vgl. 
auch Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, S. 260. 
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Die durch (26) definierte Determinante (n — >')ten Gradea 
A'{<o) ist durch die {l — v)te, aber durch keine höhere 
Potenz von w — <Oa teilbar. Nach dem Casoratischen 
Satze ist bzw. (tu — o>o)*'*''"'> («> — «>o)^"'"''*> ■ • ■ 
die höchste in sämtlichen Unterdeterminanten 
(« — r— l)ten, (n'—v— 2)ten, . . . Grades von A'{<o) ent- 
haltene Potena von w — <o^. Da 

ist, so hat die Determinante A'(a}) die Glementar- 
teiler 

(<o-o}„y--', (a,-«,„)^-i, ... . 

Wir zeigen zunächst, daß die Unterdeterminanten 
(» — V — l)ten Grades von Ä'((o) durch die (^ —»" + 1)16, 
aber nicht sämtlich durch eine höhere Potenz von oi — m^ 
teilbar sind. 

Wir bezeichnen die Unterdeterminante des Elementes 
aii (i, k = v + 1, . . , , n) der Determinante A'(a}) mit 

-^-^ im Falle » — % ist hier und im folgenden oJi durch 

a'n — CO zu ersetzen — und setzen 

(«> s 

indem wir unter h eine beliebige der Zahlen 1 , . . . ,n ver- 
stehen. Dann ist Et, immer durch (tu — (Ofl)^-'*^ teilbar. 
Denn ist h eine der Zahlen y + 1 , . . .,n, m ist E), gleich 
A'(co) oder gleich Null, je nachdem h mit k übereinstimmt 
oder nicht; A'{o>) ist aber durch (o; — o)«)'" und folglich 
w^n i^^ + 1 auch durch (o) — coo)''"*"''^ teilbar. Ist 
dagegen Ä eine der Zahlen 1 , . . . , v, so ist (to — cooY'^Eh 
die Detenninante, welche aus A(to)*) durch Weglassung 
der Aten Zeile und der kteu Kolonne entsteht; daher ist 



■A.OcIi^lC 
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(o) — «a^y-'^Ek duToli {m — (0^^ und also Ek durch 
[ta — «)(,)'"-''+' t«ilbBr. 

Eb gibt mindestens eine Unterdeterminaote (« — »')teo 
Grades von A(a}), welche f&r to — oja nicht verschwindet. 
Nun und iA>er aJle UnterdeterminaDten (n -- v)ten Gradea, 
welche ohne Unterdrüt^ung der BämtUcbbn v ersten Zeilen 
von A(m) gebildet werden, durch m — Wf, teilbar. £s mnfi 
also mindestens eine aus den n — y leteten Zeilen von A{oi) 
gebildete Determinante (» — y)ten Grades einen von Moll 
verschiedenen Wert haben. Wir nehmen beiepielaweise an, 
es sei dies die Determinante 

I «t+i,ii ■■ ■ > ai+i,( 



Aus den Gleichungen 



ergeben sich 



dA' SA' 



als lineare hom(^;ene Funitionen von Si, . . ., En-ti deren 
Koeffizienten Brüche mit dem Kenner I) sind, welcher för 
a> = cug nicht verschwindet. Daraus folgt, daS die 
Determinanten (ß) und folglich alle Unterdeterminanten 
(» — »- — l)ten Grades von A'(co) ebenso wie E^, . . ., E^ 
durch (to — Wo/'"*"''' teilbar sind. 

Es können nicht alle Unterdeterminanten (n— v— l)ten 
Grades von A'(<o) durch eine höhere als die (^ — »■ + l)te 
Potenz von to — co^ teilbar sein; denn sonst wären alle 
Unterdeterminanten (n — l)ten Grades von A{(a) durch eine 
höhere als die Z^tc Potenz von to — a>o teilbar. 

Es ist weiter zu zeigen, daß die Unterdeterminantai 
{n — v — 2)ten Grades von A'^co) durch die (^ — y + 2)te, 
aber nicht sämtlich durch eine höhere Potenz von cu — a>, 
teilbar sind. 



<+■,», 


«t-i, 
<< 


SM' 






Ott*> 


«<-!,. ö<; ' 
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An St^e d«r Ausdifldro E^ bebvcMet maa jetct du 
Ansdrih^ 



fr) 



wo die sSnttiohen QUeder aus «lern entea dadarch hervor^ 
gehen, dafi qiad an Stelle d«: Kombinaüon v + 1, y + 2 
flimtliche 

(n-y)(n-v~l) 
2 

KombinatiODen der Zahlen r + 1 , . . . , n zu je zweien Betet 
Die sfimdichen Ausdrücke Ei,/ {h, i = l, . .. , n) sind, so- 
fern sie nicht verschwinden, mindestens dnrch {o> — (Oaf''^*' 
teilbar. 

Die Gleichungen (y){Bit h, i = l, . .., » — v gestatten, 
die Unterdeterminanten (n — v— 2)ten Grades von A'{(o) 

M ^'^' '>'^' 

als lineare homogene Funktionen der E^i darzustellen; die 
Nenuerdeterminante ist gleich 

i)-— I 

und daher fOr <o=-<o^ von KuU verschied^L Daher sind 
sfimtliche Unterdeterminanten (n — r — 2) ten Grades von 
A'{fo) durch die (^ — »• + 2)te Potenz von m — (o^ teilbar. 
Um zu erkennen, dafi nicht alle Unterdeterminanten 
(n — v — 2)ten Grades von Aifo) durch eine höhere als die 
Ä — v + 2)tfi Potenz von <a — m^ teilbar sein können, ent- 
trickeln wir eine Unterdeterminante (n — 2) ten Grades P 
von A{ai) nach den Determinanten L, M, . . . , welche sich 
aus den Elementen von n — v — 2 der n — v ietztai Kolonnen 
von A(fo) bilden lassen. Dann ist 

(e) P=LL'-^MM' + ..,. 

Dgrz.SjvGoOQlC 
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Darin aind L, M, ... 'UnterdetenniiianteD (n — v — 2)trat 
Gradea von A'{co) ; denn jede andere aas den angegebenen 
Kolonnen gebildete Unterdeterminante von P hat wenigstens 
eine Zeile, welche den v ersten Zeilen von A((o) entnommen 
ist, und verschwindet daher identisch. Die za L , M, ... 
adjongierten Determinanten L', M', . . . enthalten weni^itens 
V — 2 der *■ ersten Zeilen von ^(cu) nnd sind daher mindestens 
durch (fo — (Oq)'-' teilbar. Wenn also L, M, . . . sämtlich 
eine höhere als die (Ij — y -{- 2)te Potenz von tu — a>o ent> 
hielten, so würde der Auadmct (e) eine höhere als die ^te 
Potenz enthalten. Dies ist nicht mM;licb, da man unter P 
jede Unterdeterminante (n — 2)ten &ades von A(to) ver- 
stehen kann. Usw. 
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Lineare Differentialgleiclinngen mit 
konstanten Koeffizienten. 



§ 22. Intfi^rstloD einer linearen Differentlalgleleliniig 
mit konstanten Koeffizienten. 

Die lineare homogene Differentialgleichnog 
nter Ordnnng mit konstanten Koeffizienten o^, . . ., o^ 

läßt eich mit Hilfe von Ezponentialfaaktionen (oder 
trigonometrischen Funktionen) integrieren. 
Setzt man 

y = ^', 

wo r eine Konstante bezeichnet, so wird 

f-r^-. P,-r'^- S-'-'-. 

dx dx* auf 

und die linke Seite der Differentialgleichung (1), welche 
wir zur Abkürzung mit D(y) bezeichnen, nimmt den Wert an: 

D(e'-) = e"/-(r). 
wenn 

(2) /■(r) = f-+a,f— ' + ...+a„_ir + o« 
gesetzt wird. 

Hat die charakteristische Oleichnng 

(3) f{r)^0 

r.,--:S....GoOQlc 



96 IV. Abschnitt Lmesre Difforentialgjeiohimgea usw. 

n vereobiedene 'Wurzeln rj, ..., r„, so beützt die 
Differenttal^eiohnng (1) die » partikulSrea Lösangen 

(4) yi-e'-', ..., y>. = «^-. 

Um zu zeigen, daß diese n Lösungen ein Fundamental- 
systera bilden, berechnen wir die Determiniuite 

*^' dx' ■■■' daf-^ 



dy^ 

dx ' 



die Detenninante 



I 1 . r. I 



-»(»-Dt 



ist gleich dem Produkt aus den ''" — — Differenzen zwischen 

je zweien der n Größen r^ , . . . , r„ ; da diese » Größen als 
verschieden vorausgesetzt worden, so ist auch das Differenzen- 
produkt von Null verschieden, und die Determinante A kann 
nicht identisch verschwinden. Die Differentialgleichung (1) 
hat demnach die allgemeine Lösung 
(5) y=Ci<f" + ... + Cntf" 

mit den n willkürlichen Konstanten Cj, . . . , Cn- 

Um auch den Fall mehrfacher Wurzeln der charakte- 
ristisoheo Gleicbimg (3) bebandeln zu können, differentüeren 
wir die Identität -D(e'") = «"/"(r) wiederiiolt nach r: 

i)(a:e") = «"(fW + */(>•>] . 

B(a:'«'-) - f If '(r) + 2 «/"(r) + x'flr)] , 
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Hat non die oharakteriBtiBobe Oleichung (3) die /i^- fache 
Wunel Ti , die /i,-faclie Wurzel r, usw., die /A^-iaxhe 
Wund rmt bo daß 

rt + /4, + ... + /*»= n 
iBt,Boiatfiir( = l, . . ., m 

/W-0, An)-o, ..., ^--)(n)-o 

und daher 

i)(e'-«) = , D{x^i^ = , . . . , D(a:*^->e«') = . 

Die Differeatialgleichutig besitzt aleo die partikulSrea 
Lösimgen 

(6) ^*', xff*' , x'^t', ..., a^-'Ä«' (i = l, ...,»). 

Wenn man dieselben mit willkürlichen Konstanten molti- 
pliziert mid addiert, erhütt man die Lösung 

(7) y= ö,(»)^.' + .. .+ ö,{a:)c*', 

wo Gi(x) {* = 1 , . . . , «) eine ganze Punktion (ßt — l)ten 
Grades von x mit willkürlichen' Koeffizienten darstellt. Dies 
ist die allgemeine Lösung, da, wie wir sogleich sehen werden, 
zwischen den oben gefundenen ' /H + • - - + /*<■ = ** partiku- 
lären Lösungen keine lineare homogene Belaüon mit kon- 
stanten Ko^fizieoten bestehen kann. Eine solche Relation 
würde die Form haben: 



^9iiz)^'' = 0, 



ffi(x) = Ctori + . . . 
eine ganze Funktion voa x vom Grade n ä /i« — 1 darstellt. 
Durch wiederholt« Differentiation dieser Relation naoh « 
erhält mn-n 



ygi.m-ii'^) 



Hörn, GewOtuiUclM DUtereuUftlglalahangMi. i : . i .. doOQic 
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wo 

ffi.i (») - f.Sf + SJ =■ n«.«'< + . . . , 

ist. Es müßte demnach die Determinante 



, 9m,l, ■■■, 9m.» 

idenÜBoh verschwinden, welche eine ganze Funktion von x 
vom Grade vi + . . . + Vm darstellt; der Koeffizient von 



ist Eher ron Null verschieden, da ri , . . . , r. vooeipHider 
verschieden sind. 

Sind die Koeffizienten der DifferentiAlgleicliung (1) 
reell, so tritt neben der einfachen komple3:en Wurzel 
der charakterislisphen Gleichung 

r,-« + »/» 
die konjugierte Wurzel 

r,= <x-iß 
auf. Diesen beiden Wurzeln entsprechen in dem allgemeinen 
Int^;ral y die Glieder 

= «"• [Ci(oo8^a; + 1 sinßx) + C^iooBßx — tsin^«)] 
= e"\(Ci + Ci)cosßx + it,Ci — Ci)änßx] 

oder, wenn 

^ = C, + C,, B=t{C,-Ci) 

als willkürliche Konstante eingeführt werden, die Glieder 

(8) ««»(^cOB^a: + ^shi^a:) . 



i 22. DUFerantialgleiobung mit konafauiten Ko^Bvi«nten. gg 

Sind 

ri = a+iß, r^^cc-iß 
fi-iaehe konjugiert komplexe WarzelD der cbarakte- 
listtBchen Gleichung, so sind die ihnen im allgemeinen 
Integral entsprechenden Glieder, wenn unter Gi(x), G^ix) 
ganze Funktionen (fi — l)teD Gnüles von x mit villkärlichen 
Koeffizieaten verstanden werden: 

I 0^(x)^-' + G,{x)^'' 

\ = e"[^{x)coaßx+¥{x)mnßx\, 
wo 

n':) - e, w + OtM , yw - i[ö.(«) - 0,(1)] 

^nze Funktionen {/i — l)teQ Grades von x mit wiUknrlichen 
Koeffizienten darstellen. 

Die nicht homogene lineare Differentialgleichung 

oder 

D(y) = F{x) 
läßt sich, nachdem ein Fundamentalsystem y^ , . . . , y^ der 
reduzierten Gleichung 2)^)»0 gefunden igt, nach § 13 
durch Quadraturen integrieren. 

LäSt sich auf ii^nd einem anderen Wege eine partikuläre 
Ijösung 1] der nicht homogenen Differentialgleichung (10) 
finden, so ist 

die allgemeine Lösung von (10), wie am Schluß von § 13 
gezeigt wurde. Ist 

F{x) = 2^F,{x), 

und ist t], eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung 

so stellt die Summe 

"^ I 



100 IT, AbMhnitt. Lineare DiffnentUlgleiehungen usw. 
eine partikalSre Lösni^ von 

Ist Je eine Konstante und 

g{x) =boxr + 6,a:P-> + . . . + h,.iX+ip 

eine ganze Funktion ^ten Gradea von x, bo besitet die 
Differentialgleichung 

(11) Diy)-,{x)^- 
eine Lösung von der Form 

(12) y=G{x)if', 
wo 

(?(«) = B^xf + JBia:'-> + . . . + ^_i a; + ^, 

ebenfalls eine ganze Funktion jiten Gradea von x darstellt; 
dabei ist vorausgesetzt, daB h mit keiner der Wurzeln f i , r^ , ... 
der charakterietisclien GleichuDg f(r) = übereinstimmt 

Durch Einsetzen des Ausdrucks (12) in die Differential- 
gleichung (11) findet man nämlich 

/(*) e<a;) + A*) (?(«) + in») Ö"W + • ■ ■ 



die Vergl^chung der Koeffizienten von xf, xf-^ , x'-', . . . 
«gibt £e Gleichungen 

mB,+prß)B,=h, 

m B,+(p-i) ms, +ip{p- 1) /"(Ä) Bo - 6« , 

ans welchen sich B^, Bi, B,, ■ . . berechnen lassen. 

Ist r = k eine /i-fache Wurzel der charakteristischen 
Gleichung f(r) °- , ist also 

/■(i) = 0, /'(*)-0, ..., /t».-»t{ifc) = 0, fW(Jc)=^0, 



922. DiffenntulgleiohuiigiaitkoDBUnteiiEoeffiziftDten. 101 

Bo besitst die Differentialgleichuiig (11) eine LöauDg yoa 

der Form 

(13) y = 0(:s)«'-, 

WO G{x) eine ganze Funktion {p -f /t)teD Grades von x dax- 

stellt, welche sich ans der Gl^chnng 

i/i'iW ÖWW + j;;^ /*■*«(*) 0«'W + • • • 

+ ^/'"(*)e<-)W-!ir(») 

berechnen ISfit Set-zt man 

GM^>(a:) - S^x' + B^x'-^ + . . . + £,.1« + J^ , 
so eigibt die Koeffizientenveigleit^ong 
1 . 



(/* + 2)l' 

woraos man Bq, B^, B^, ... berechnet Die Koeffizienten 
von af*-^, 3f*-' , . . . j:>, afi in G(x) können beliebig gewählt, 
insbesondere gleich Kuli gesetzt werden. 

Bemerkung. Die lineare homogene Differenidalgleichang 

worin Ol , . . . , On Konstante sind, geht durch die Sabstitation 



in die Differentialgleichung 

mit konstanten Koc^Boenten Qber. 



102 rv. Abaohnitt. Lineare DiffeMnÜA^lcdohungeii usw. 

Hat die Gleiditmg 

/l(r) - f- + 0,1— ' + ... + o,.,r + o, - 

« verschiedme Wurzeln r^, . . ., r„, so besitzt die Diffe- 
rentialgleichung (oc) die allgemeine Lösung 

y-=Ciaf.4---- + c»af- 

tnit den willkürlichen Konstanten <\, . . . , c^. Wenn die 
Glöchung f{r) = die /t^ -fache Wurzel r^, . . ., die 
jUn-fache Wurzel r„ hesitzt, wobei /ti + . . . + fi^ = n sein 
muß, so ist die allg^neine Lösung der DifferentUlgleichung («) 

y = af^Gi(\ogx) + . . . + 3f~0^(logx) , 

wo Gt(t) (» = 1 , . . . , m) eine ganze Funktion (//< — l)teti 
Grades von t mit willkürlichen Koeffizienten darstellt. 

Aufgabe. Man int^riere die folgenden Differential- 
gleichungen: 

^ + m»y = (m reell); 

dx* äx* 



ePy 
1^ 



-j-jfEs sinarsinä^; ; 



d«» 



§ 33. Kleine Schwingungen mechanischer Systene 
mit einem Frelheitsgrad. 

Wir wenden die IntegratJousmethoden von § 32 auf die 
Theorie der kleinen Scbwingangen an, 

L Ein Punkt^ dessen Masse wir der Einfachheit halber 
gleich 1 setsen, bewege sich auf der ^- Achse; er habe zur 
Zeitf die Absdssea:, und es wirke auf ihn die Kraft — x>d:, 
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wo X* eine poedtire Konstante darstellt. Die Differential- 
gleicbung der Bewegung, 

(14) ^ + -—0, 

ist eine homogene lineare Differentlalgleichnng zweiter Ord- 
nang mit konstanten EoefBzienteo. Ihre cbarakteiiatiacbe 
Gleichung, 

rt + x'-O, 
hat die Wurzeln 

ri=*x, r, ■=— •«; 
folglich icrt die allgemeine L6auDg von (14) 

mit den willkürlicben Konstanten C,, Gj oder 

(15) x = Äi3oa>tt + Bänttt 

mit den willkfirlicben Konstanten Af B. Seist tnao 

A^a^X, B^aeoai, 
so wird 

(16) x^afän(xt+i). 

Diese Gleichimg stellt eine Stihwingung tun die 
Gleidigewichtslage x = mit der Periode (Sohwingnngs- 
dauer) 

dar. Die Int^ratitmskonBtante a ist die Amplitude (die 
größte Kntfemnng des bewegten Punktes von der Gleich- 
gewichtslage), während die Integrationshoostante <t als Phase 
bezeiolmet wird. 

n. "Wir nehmen jetzt an, daß auf den schwingenden 
Blassenpunkt außer der Kraft — k'x noch eine äuBere 
Kraft f{t) wirkt, welche als periodisdie Funktion der Zeit t 

,.,:„.., .A.OOgIC 



104 IV. Abschnitt Lineu« DUTerentiklgleiehniigen veiw. 

mit der Periode — gegeben ist und demgemfiß in eine 
Fonriereohe Reibe entwickelt werden kann; 

Ist f(t) eine analytische Fanktion, welche mdi ffir alle 
reellea Werte von t regulir verhält, so ist 

IA|S^, \B.\£§ («-1,2,...), 

WO K eine von n onabhfiogtge positive Konstante darstellt*); 



(17) 



*) Es ist nSmlioh für H = l, 2, ... 

dtuvh zweimalige partielle Integration erhftit man 
//•(() oosn « t dt = ^ A*) Bin «« ( 

+ -^^fit)eoanoit — -^^jf"((iooanatdt 

und nadi mnsetzang der Qrenzen and — 

In 3a 

lf(t)cMnatdt = ^jfmooanoitit; 

also ist 

In 



"'{tftMvnatdt 
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I S8. Kleine Sehwingungea mit einem Fretlieitigrad. 106 
dann konvei^ieit auch die Reihe 

KI + ^IA.l+J'IÄI, 

und die Fouriersche Beibe f&r f{t) ist fOr alle reellen Wate 
von t unbedingt and gleicbmSÖig konvergent. 

Die Differentialgleichung derBew^;ung lautet jetzt 

(18) ^ + «.:. = «,). 

Die allgemeine Lösung der Difierenttalgleiohung (18) 
irird erhalten, indem man zu einer partikoUiren LöanuK 
derselben die allgemeine Lösung der reauxierteo Differential 
^eichnng (14) binzufOgt 

Die Differentialgleicbung 

hat die partihaläre Lösung 

a^ — -^. 
Die Differeotäalgleichung 

dt* 

besitz^ wie sich nach der am Schluß von § 22 angewandtok 
Metbode ergabt, die partdknläre Lösung 

_ coBn<xt + — — — 8un«l 



+ M*x„ = Au cosn Mt + B^ sinn et t 



■= , '^, , sin(H«< + g^, 



K=~^j\f'{ei\dt 



gesetzt wird. Ähnlich findet man 
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106 IV. Abschnitt. Lineare infferentülgleicdiungen usw. 
TOran^esetzt, daß 

ist Im Falle 

)« = »«■ 
ist die partikolfire Lösoog; 

Xm — i: ttmnat — ■= tcosnott 

vorhanden. 

Ist — keine ganze Zahl, so ist eine Zahl <; > so vor- 
handen, daß 

\x*-n*»*\>g (n-1, 2, ...), 
also, wenn 

9 
gesetzt irird, 

I A l^-g I Bn \ K 

I «J — «»«» 1^ «» * I X» — M*a» 1^ «» 

ist Demnacli ist die Beihe 

a: = «0 + 3^+3^+... 
oder 

(19) a: = ^+y/ , "^^ , cos»«<+ - ", , 8inH«A 

für alle reellen Werte von t unbedingt und gleichmäßig kon- 
vei^ent; sie bildet eine partdkulire Lösung der Difierential- 
gleicbung (18) und stellt eine erzwungene Schwingaog 



Kraft f(f) übereinstinunt. Die allgemeinste der Difiereoliol- 
gleiobong (18) entsprechende Belegung setzt sich ans dieser 
erzwungenen Schwingung and der Eigenschwingung (15) 

X = A<MSKt-\- Bsiaixi 
zusammen. 



.:s.....GooqIc 



I SS. Kleine Schwingungen mit einem FreiheitagnuL lOT 



mit der Periode — der Eigenschwingimg Ensammen, so tritt 

BesoDanz ein; das Glied x» in der Lösung der Differeatial- 

gteichung erfährt dann die oben angegebene ModiGkatioa. 

IZL Eb m&g6 jetzt auf den schwingenden Massen- 

pnnkt aoßer der Kraft —>e*x nocli ein der Qeschwindig- 

keit -jT- proportionaler Widerstand, die Dämpfung 

dx 

wirken, wo e eine positive Größe ist. Die Differential- 
gleichung der gedämpften Schwingungen, 

bat die charakteristieche Gleichnng 

r* + er + «* — 
mit den Wurzeln 



■-^± 



1^ 



Ist e<2x, 80 sind diese Wurzeln konju^ert komplex; 
Betet man 

^ T- 

b6 ist 

n -= - l" + »A* . n - - |- - »/* . 
und die Differentialgleichang hat die Lösung 

oder 

(21) x = e~* \a cos/* i + B sin^ t) 

i..-.:s....GooqIc 



108 TV. Absohnitt. Lineu« Differentiftlgleiohimgen usw. 
oder, wann vermittels der Gleichung 

A = a 8üxX , B=-a cosi 
^e Integrationekonstanten a, i eingeführt werden, 

{22) X = ae"'»' '8in(^ t + X). 

Die Differ^itiation eif;ibt 
dr -—t 

vobei 

ftB — -n-^ =€^mnX' , — ftA — -^ B = ^ oimX' 
gesetzt ist 

arithmetisohe Reihe mit der Differens — , 
/* 
Die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden Maximal- 
werten (oder Minimal werten) von x, welche den kon- 
stimten Wert 



hat, kann wieder als Schwingungsdauer bezeichnet werde». 
Die absoluten Beträge der aufeinander folgenden extremen 
Werte von x bilden eine fallende geometnsohe Reihe mit 
dem Quotienten 



— ist das logarithmisohe Dekrement^ 

Die Bewegung bat einen wesentlich anderen Charakter, 
wenn c > 2x ist, also r^ und r, reell und negativ sind; 
es ist dann , 

(23) a: = CiC"'+Ci«"'- 

d,-;.s..vGooqIc 



S 2S. Eleme Sohwingimgen mit einem Freiheitsgrad. 109 
Im Falle e ~ 2 x bat man 



(24) e = x » (Ol + (7,0- 

In den Fällen (23) nnd (24) ist lima: = für lim^ -=> +op; 

es li ^ eine eogenaimte aperiodische Bewegung vor. 

TV. Schließlich behandeln wir noch gedämpfte er- 
zwaogene Schwingungen. Auf den bewegten Massen- 
ponkt wirke außer der Kraft — h'x und der Dämpfung 

— e -37- noch eine äußere Kraft f(f) , welche sich als 



' dt 



2n 



periodische Funktion von t mit der Periode — wie oben 

in eine Fouriersche Reihe von der Form (17) entwickeln 
IfiSt. Die Bewegung erfolgt nach der Differential- 
gleichung 

w ^- '- 

sie setst sich aus der gedämpften Eigenschwingung (21) 

a; — e • {Aoosfit-^- Bwafii) 

— wenn e < 2 x ist und u* = x' r- gesetzt wird — und 

4 2n 

einer erzwungenen Schwingung von der Periode — der 
Kraft /"(/) zusammen. * 

Indem wir die Fouriersche £«ihenentwicklung der 
Funktion f{{) wie oben in ihre Bestandteile zerl^en, haben 
wir zunächst die Differentialgleichung 

df ^ dt -•- " ^ - Ai 
mit der partikulären Lösung 
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110 IV. Abeohiütt. Lineare DiffbrentUIgleiahimg«! iu>w. 
Bodann für n— 1,2,3, ... die Differentialgleichang 

~~di*~'^^~dV 

mit einer partikul^n Lösung von der Form 

^H = ^n cosn txt + ^H Bin» a t . 

Durch ElnBetzimg dieses Ausdrucks in die DifferentislT 
gleicbung und YeTgleichung der Koeffizienten von coanaf 
und sinnet^ erhalt man die Gleichungen 

(j«» — n»a*)«, + »««i8„ = ^, , 
— n«£a„ + (x» -»»«»)©„ = 5», 
aus welchen man 

- («._„.„.,.+„*«.,. ' 

(x* — «*iX^)* + »*«*£' 

als Brüche mit stets positivem Nenner berechnet. 

Ist wie oben f{t) eine analytische Funktion von t, 
welche sich für alle reellen Werte von t regulär verhält, 
so ist 

lA.\ä§, \B.\^§ («-1,2,3,...), 

wo K von » nicht abhängt. Die Größen 



e- = 7; 



{x* — n* «*)* + »' a* e* (x* — »* «')* + »« a* e* 

versehwinden für lim» = oo uud werden für keinen der 
Werte » = 1 , 2 , 3 , ... unendlich groß ; es ist also 

|e.|£S, lo.lSiT (»-1,2,3,...), 
wo g eine endlidie positive Größe darstellt Man hat 

|a.l - \e.A.-c,B.l is \e.\\Ä.\ + 1..| \B.\ 
^ »' 

DcinzeSjvGoOglC 



I a. Systeme mit koDstanten Koeffisiraten. 111 

und 

Fdglioh ist die Beihe 

(27) x-^x„-^ + ^^^eOBn<xt+^f8,äiinat 

für alle teellen Werte von t aobedtogt und gleichmäßig 
konvergent nnd stellt eine partikuläre Löaung der Diffe- 
rentialgleichung (25) dar. 

§ 24. Systeme linearer Differentlalgleichiuigeii mit 
konstanten EoefAzienten. 

län System linearer Differentialgleichungen 
erater Ordnung mit konstanten Koeffizienten a^ 
(»,4 = 1, ...,«) 



(28) 



dv. 



du. 



läßt eich ähnlich wie eine lineare Differentialgleichung »ter 
Ordnmig mit konstanten Koeffizienten mit Hilfe von (reellen 
oder imaeoären) Exponentialfunktionen int^rieren. 
Soll aas System durch die Ausdrücke 

!ft=Äi^', ... , y„ = A,eF' , 

worin r und ^, , , . ., Ä» Konstante sind, befriedigt werdesy 
so ma£ 

(Oll— r)^i + Oi, J,+... + Oi„^, = 0, 

a„ ^i + (a„ - r) ^ + . . . + o,, 4- - , 



(^ 1 4i -I- a, 1 4, + . . . + (a, ■ — r) 4, « 
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112 TT. AlMdudU. linMi« DtMenntiMl^eiAai^^ ■ 
am; r mnS abo der GlgichniM; eenöeen: 



(29) Ar). 



Wir setzcD nmiclist die » Worieln r^, , r^ 

dieier Gleichaog als verschieden -mtrum. Ist k 
etoe der Zahlen 1, . . ., n, so lassen mA ans daa Okd- 



f (Ou — rt)^n + ... + a,B J.1— 0, 



l a_i^i» + ... + (a_, — f^^t = 



(30) 



die VethSltnisse der Größen An, . .., A^t bestimmen. Es 
kSnneo niclit sämtliche ünterdetenninanten der Deter- 
lünaote f{rij verscbwiiiden (§ 16). Die Größ^i Ait, ■ •-, 
Ank Terfaalten sich vie die Ünterdetenninanten einer Zeile 
TOD /(n)- Indem wir eine der Gröfioi An, . . .,Auk iigend- 
irie fixieren, eriialten wir die partiknlfire LSetu^ 



(31) 



-Ait^' 



n). 



= A,t^' 



Sind «1 , . . . , «n wülkSrliohe Konstant«, so ist nach 
g 14 die allgemeine Lösung des Systems (28) 



= Ciff-i + --- + c«y«» 



(32) 



pi = Ai«iC*'+- -f ^i»c-e"' 



y, =■ -i.icie''' + . . . +^.„c„e'*" . 



Ist ri^r,~...^rM eine m-fache Wurzel der 
Gleichung (29), welcher m einfache Elementarteiler 
der Determinante f{r) entsprechen, so verschwinden für 



i 34. SyBtame mit konsUntan Eoeflliient«!!. 113 

r ^Ti alle ünterdeteiminfliiteD (n — l)teD, (it — 2)ten, . . . , 
(» — m -f l)teii Grades von f(r) , während eine üntordet»- 
minaote (n — f»)teD Grades für r »> r^ von Null TOrschieden 
ist*). Kehmen wir an, ee aei diee die Determinante 

a«+i,-.+i — »■, ■■■, o«+i 



Dann lassen sich vermittels der Gleichungen (30). wenn 
k eine der Zahlen 1 , . . . , m ist, Am-t-i, t > • • ■ • -^i durch 
die wUtkQrlioli zu wählenden Größen An, ..., Ä^i aus- 
drücken. Wir wählen die letzteren GrOBen so, daß 

v4u, ..., A, I 



Tcm Null verschieden ist. 

Wir erhalten so n linear unabhängige partikuläre 
Lösungen (31), ans welchen sich die allgemeine I^sucg (32) 
mit n willkürlichen Konstanten Cj , . . . , c» zusammensetzt. 

Um auch den Fall mehrfacher Elementarteiler 
der Determinante f(r) zu erledigen, wenden wir die im 
dritten Absohniit behandelte Transformatioii linearer Sub- 
stitutionen an **). 

Die Determinante f(r) habe die Elementarteiler 
(r-r:)"., ..., {r-rjy^, 
wo 

fH + •■■ + f*m'=n 
ist Durch lineare Transformation der abhüigieen Yei^ 
änderiichen jfi, . . . , y, erhalten wir die kanoniscnen Ver- 
änderlichen 

Ta, Ytt, ..., Z,^, {i=l,.,.,m), 

•) Während f(r) durch (*■ — r,}" teilbar bt, sind alle Unter- 
determinanten (n — l)t6n Qrades durch (f — f.)"-!, ..., alle 
Unterdeterminanten (« — m+ l)ten Grades durch *• — »■, teilbar; 
die tJnterdetermiiianten (n — m)ten Grades sind jedoch nicht 
aOmtUch durch r — r^ teilbar. 
••) VgJ. insbesondere § 20. 
HorD, OewShnliohe DIffeTentialgleichimgeiL , ^iCIC^QIC 
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welche, den ElemeDtarteilem der Detenuiiuinte /(r) «Dt» 

a rechend, in m Ornppen zerfallen, die aoa fi^, ..., /i„ 
röäea bestehen. Dadurch werden die Differentialglei- 
chnngen (28) Qbei^fiihrt in 



dTf^ 



= nrn. 



- = riZ, + ra 



{i=l,- 



- — rfri,^, + r(,^_i 



80 daß dem /i^^hen Elementarteiler (r — r^y' eine Gruppe 
von fii Differentialgleichungen entspricht. 

Unter W^lassung des Index i bei /i^ , r^ und den T 
schreiben vir eine Bolohe Gruppe von Differentialgleichnngen 
in der Form: 



(S4) 



dx 
dY, 
dx 






dY, 



-rr, + r,_ 



Diese /t Differentialgleichmigen gehen durch Multiplikation 
mit e-" fiber in 

d[e—Y^) „ 



dx 
dx 



H'-"Y,) 



. e-'T,.,. 



-cs.vGooqIc 
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Die IntegratioD ergibt 
e— r, - », , 



•r,. 



«1»^-' 



" 0.-1)1 ^0[<-2)l 
mit den willkürlicheD Koastanten c^ , «^ , . . . , c^ . Es ent- 
spricht also einem /«-fachen Elementarteiler der Deter- 
minante fir) eine Löaungsgruppe von der Gestalt 

r, - »1 e" , 
(35) I'a-tt«i«'+«!« + <i)<f', 



. ^' ~ löT^^"' »'"'+•■+«--.« + «,j 8'" •)• 

Bemerkung. Das System Uoearer Differeotial- 
gleichmigen 

a:-^— «ii»i + - ■+«1-1'», 



worin o^ , . ■ ■ , a^n KoDStante sind, wird vermittels der 
Substitution a: = e* in ein System linearer DiSerentialglei- 
chnngen mit konstauten Koeffizienten übei^führt. 
Aufgabe 1. Integration des Systems 

^ = o« yi + -■■ + «.- y- + flv {a:} e*' {» = 1 ,...,«) , 

ax 

worin On, ...,«■« und Tc Konstante, ft(a:), . . . , j„(a:) 

ganze Funktionen pten Grades von x sind. Vgl. § 22. 

*) Vgl. WeierstrsG, Bemerkungen zur Integration eines 
Systems lineBrer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi- 
zienten (Werke, Bd. n, S. 75-76). 



116 IV- Absohnitt. Lineare Differentüügleichungen uaw. 
Aufgabe 2. IntegratioD des Systems 



dx 


7 , i 

■5 »■+5»" 




-¥- 


lö^' + ä*" 


dy. 


-U^ 


jjy. + 2i'> 



§ 25. Kleine Scliiringwigeii meehsnisefaer Systeme 
mit melireren Frelheitegraden.*) 

Die Systeme linearer DiETereDtiakileichuDgea mit koD- 
gtanten Koeffizienten finden eine wichtige Anwendung in 
der Theorie der kleinen Schwingungen eines meoba- 
nisohen Syst^ns mit einer endlichen Anzahl n von 
FreiheitBgraden. 

Wir stellen die jeweilige Lage des mechanischen S7- 
Btems durch die von der Zeit t abhängen Größen x^, . . . , 
x^ dar, welche wir als Koordinaten bezeichnen. Es sei eine 
Kräftefunktion U vorhanden, welche nur von den Koordi- 
naten Xj, . . . , x„ abhingt. In der Umgebung der Stelle 
»1 = 0, . . . , Xn=—0, die wir kurz mit bezeichnen, lasse 
sich U in eine Poteozreihe von Xi, . .. , x„ entwickeln, 
welche nur Glieder zweiter und höherer Dimension enthält. 
Die Glieder zweiter Dimension 

Ui—\'y^haXiX^; bn=-hi (i, & = !, ..., n) 

BoUen eine negative definite quadratische Form bilden. 
Dann entspricht der Stelle ein Maximnm der Kräfte- 
funktion ü, so daß eine stabile Gleichgewichtslage 
ist. Die lebend^ Kraft lasse sich als positive definite 
quadratische Form von 

^'--dt' ■■■' ^""dT 



*) Die Theorie der kleinen Sohwingungen ist eingehend be- 
handelt bei Bouth, Dvoamik der Systeme starrer E&rper, deuta^ 
ven Sohepp, Bd. I, S. 388fr.; Bd. II, S. 48 ff. 
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r-,^. 



Ait sei eine analytische Funktion von x, , ■ ■ . , x^, welche 
an der Stelle den Wert on aDuimmt und sich in der 
Umgebung dieser Stelle regulär veriillt. 

Die Bew^:ung des mechanischen Systema wird dnreh 
die Lagrangeechen DifTerentialgleichungea zweiter Art 
daiveateUt: 

d ST dT dU 



dt öarf dxt 



(i = l,...,n). 



Wir betraditen hier nur die in der NShe der Gleichgewichte-^ 
läge Terlaufenden Bewegungen, die kleinen Sohwingnngen 
am die stabile Gleichgewichtuage. Da hieHbei die Koo;^- 
naten x^, . . . , Xn nur kleine Werte annehmen, besohrünkt 
man eich in der üblidieD NShemi^iatiieorie auf die Glieder 
niedrigster Dimenaiou von U, man setzt also 



U~Ut-iThiX,xn 



man ersetzt femer in T die Funktion A^t durch den Wert O/t, 
welchen sie in annimmt, so daB äie lebendige Kraft aU 
positive definite quadratische Form mit konstanten Koeffi- 
zienten erscheint: 

Dann ist 







54' 


= 0*1 


4 + . 


. . + a„äi4 , 










ST 


-0, 














SU, 


-s,. 


«. + • 


■ ■ + fe.«. , 






und 
iich: 

(36) 


die Lagrangeschen 


.^-»,... + ...+^ 


.^ 








(i- 


1, ... 


,»)• 







..(..ocn^lc 
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Wir können diese Differentialgleicbnneeii dadorch ver- 
einfachen, daß vir die beiden quadratücoen Formen der 
n Argumente £, , ■■■,£■ 

*-2-«,.i,&, (i,i. !,..,,„) 

auf die Nonnalfonn bringen.*) Die Determinante 

SOii — &11, ■ - . , SOin — ftji 

(37) m= 



8a„i — ini, ■■-, sa„n 



hat, weil die Form <ß definit ist, laater einfache Ele- 
mentarteiler s — Si, ..., s — «n, mid die Wurzeln s,, 
...,8» der Gleichung f{8)^Q sind reell, wenn auch 
nicht notwendig verschieden. Durch eine geeignete L'neare 
Transfoimation mit reellen Koeffizienten C^i, . . . , C^n 



erhSlt man die Nonnaifcnn 

da die Form V als definit negativ Yoransgesetzt wurde, 
müssen die reellen Größen Si, ... , s^ negativ sein: 

Führen wir nun an Stelle der ursprfioglichen Koordi- 
naten x^, ..., Xn vermittels der Gleichungen 



*) Wegen der darauf bi^ügliohen algebraisohen SStze sei 
verwieaea auf Weierstraß, Über ein die hörnernen Funktionen 
zweiten Oradea betrefTendes Theorem (Werke, Bd. I, 8. 233)^ — 
In Betreff der .Lag ran gesehen Determinant«'' vgL auch Bouth, 
Bd.!^ 8. B4ff., 8. 534 ff. 



$25. Kleine Sehwinguiigm mit niehieran FreiheitBgnd«D. 119 

die sogenannten Hanptkoordinaten Xi, . .. , X,, ein, so 
wird 

2'=i(X? + ... + 2:;?), 
u — i(i>x? + ... + -«X2), 

uDd die Lagraageschen Differentialgleüiliuiigflii 

d ST eu 

dt SXi ~ SX, 
nebmeo die einfaclie Gestalt ao: 



(•-1, 



dP 



-H^, 



(38) 



[ d-X. 
[ df 



liX.. 



Sie besitzen die allgemeine I<5sung 

(Xi = ai ooali t + hi sinJti t , 

2, = a« oosAh * + &• sin^H < 

mit den willkürliclien Eonstantea %, . . . ,n^, h^, . . . ,hn- 
Baraas ergeben eich die Augdrüoke für die aiBprflnglictieii 
Koordinaten : 

i>:i = di («loos-li ( + 6i8ini,Q + , . . 
+ C^H{a»cos^( + 6»sini,Q, 



(40) 



Dabei sind 3^ 
Gleichung 



= Gni (th oosJii t + Jh sinAi Q + ■ . ■ 

3^ die (stete positiven) Wurselu der 



(41) Fm- 



i'ihi + K, 

»»«.i + iki, 






-0, 



120 IV. AbMhnitt. LinMre DiffereaUalgjsiohungMi usw. 

velche aiu der Gleichoiig (3?) dadurch hervorgeht, daß 
man s = — >l* eetzt 

Um die Difiereiitialgleiohmigen (36) ohne vorherige 
KoordiDatentauigfonnatioD eq integrieren, setzen vir 

and eriialten durch Einsetzen in (36) die Gleichungen 
(A»a„ + bn)Ci+...+ (A»a,, + b^.) C, = 
(i=l, ...,»), 

welche nur bestehen können, wenn l eine Wurzel der Glei- 
chung (41) ist. Jeder der » Wurzeln XI (ft — 1 , . . . , n) 
entspridtt ein System von Konstanten 

Ct ™ Cn , . . . , Ch = Cgj, , 

veldies den Gleichungen 

(42) {Xla^i + 6,.) Cit + . . . + (iloe + M a* = 

{• = 1,...,») 

genügt Ist AI eine einfache Wurzel, so sind die Verhält- 
nisse der Größen dt, ■ ■ - , C^k bestimmt Ist >^ -^ ...» j^ 
eine m-fache Wunel, so verschwinden für X ■= .1* (Ä = 1 , . . . , m) 
aUe Unterdeterminauten (» — f»+l)ten Grades von JF'(il*), 
während mindestens eine Unterdeterminante (n — m) ten 
Grades von Null verschieden Ist Ist beispielsweise die 
Determinante 

von Mull verschieden, so lassen sich ans den n — m Gld- 
chongen 

(JlKi + in) Ci, + . . . + {ilat, + M Cni - 
(t - m + 1 , . . . , n) 
die M — m Grftß^i 

Dcinzeaoy Google 
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bereohnen, nachdem 

Cu, ..., C,* 

'wUlk&rlicb gewählt eincl. Wird diese Wahl so getroffen, 
daß die Determinante 

\Ca\ ii,k=l,...,m) 

nicht verschwindet, so stellt {40) mit den willkürlichen - 
Konstanten o^ ,..., o«, 6^ ,...,(„ die allgemeine Löemig 
des Systems (36) dar. 



)oy Google 



Die Integrale linearer Differential- 

gleichnngen in der Umgebung singnlärer 

Stellen. 



§ 26. Terhalteii der Lösnngen einer linearen 
Differentialgleichang bei einem Umlaut*) 

Wir wendeo uns wieder zu der lioeareo homogenen 
DifFerentialgleichuDg 

w g+p.w£;^+...+p.-.w||+p.(«),-o, 

deren Koeffinenten P, , . . ., P^ eindeutige analytische Funk- 
tionen der komplexen Veränderlichen x **) sein mögen. Die 
Teränderliche x beschreibe einen geschlossenen Weg U , 
welcher an der regulären Stelle x = a beginnt, ganz im 
Begularitätsbereioh (g 10) verläuft und wieder bei x = a 
endigt. Das von U umschlossene Gebiet soll jedoch nicht 
aus lauter regulären Stellen der Differentialgleichung be- 
stehen. Die Elemente yi , - ■ • , y» eines Fundamentalsystems, 
welche zunächst in der Umgebung der Stelle x = a de- 
finiert sind, gehen, wenn sie längs des geschlossenen Um- 
laufe U fortgesetzt werden, in andere Funktionen y^ , . . . , y^ 

*) Vgl. zu S 26 und S 27 die für die Theorie der linearen 
Diffierentialgleiobunzen grundlegenden Abhandlungen von FuohB 
im 66. and 68. Band von CreUes Journal (Werke, Bd. I, S. 15d bis 
210); femer Hamburger, Grelles Journal, Band 76. 

") In der ganzen Ebene oder in einem Teil derselben. 
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fiber, welche ri>eii&]]s der DifferentialgleichaDg (A) geo^ot 
und mch vi» j«de LÖsang derselben als linean brnnogcne 
fVinktüme» von Jht • ■■> y» darstellen lassen: 

: 

die KoeffizienteD 0^^ . . . , a^m ^i>d Konstante, deren Werte 
wir znoädist nicht kennen. Mit anderen Worten, das 
f^mdamentalsystem y, , . . . , y. erfihrt bei dem ümlanf U 
die dnrch die 61ei<änngen (1) dargestellte lineare 8nb- 

stitation 8. 

Die f\uiktionen yj, 
mentalOTstem ; denn 1 

mit konstanten Koeffizienten Cj, . . ., Cm bestände, so würde 
dieselbe bestehen bleiben, wenn die Verfiaderliche x den 
Umlaof U in tungekehrtem Siime beschreibt; es maßte also 

C,y,+... + ay«=0 

B^n, was ansgesdiloBsen ist, da y, , . . . , y. ein Fnndamentel- 
sygtem bilden. 

Die Determinante 



, y. bilden wieder ein Fnnda- 
1 eine Belation 



ist voa NoU verschieden; denn das Verschwinden dieser 
Determinante hätte eine lineare Belation zwischen y^ , . . . , yn 
ZOT Folge. 

Auf die lineare Sabstitotion (1) wenden wir die im 
dritten Abschnitt dargestellte Theorie der Transformation 
linearer Substitutionen an. Die in § 15 eiogefOhrte Glei- 
chung Mten Grades mit der Unbekaimtea w 



Ol» 



(2) 



Aia>) = 



■A.OcIi^ic 
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wird voa Fuchs sIb die zum Umlauf U gehörige Fun- 
damsntalgleicbung bezeichnet. Da die Beträminante 
..1(0) nicht verschwindet, bo sind Bämtlicbe Wurzeln der 
Fundamentalgleichung von Null verschieden. Die dnndi 
die Gleichungen 



(3) 

U» =')'»iyi + ... + }-«»?■ 

datgestellten Fmiktionen Si, ■ ■ ■ , r» bilden ebenfalls ein 
FnndamentalBystem der linearen Differentialgleichang (A.), 
wenn y^, . . ., y„ irgend welche konstante GrSBen sind, 
deren Determinante 



r= 



rnt 



rm 



nicht verschwindet. Die durch die Gleichungen (3) dar- 
gestellte lineare Substitution, welche u,, . . . ,y»ta g,, ■ ■ .,en 
überführt, bezeichnen wir mit T. Das neue Fundamental- 
system 2j , . . . , 2^ wird durch den Umlauf U in i^ , . . . , ]^ 
übergeführt; es sei 

(*) 



Die durch diese Gleichungen dargestellte Snbstitaläon 8' 
wird erhalten, indem man T-^, 8, T nacheinander anwendet; 
man sagt, die Substitution 

8'=TST-^ 

ee ans der Substitution S durch Transformation mit T 
ror. In § 15 wurde gezeigt, daß die Gleichung 



B(a,) = 



mit der Gleichung A{o>) = übereinstimmt. Die znm Um- 
lauf U gehörige ^^mdamentalgleiobang ist also unabhängig 
von dem zu ihrer Bildung benutzten Fundamental- 
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Bystem. £1 § 17 wurde gezeigt, d&S auch die Elementar- 
teiler der Deteiminante S(oi) mit denjoiigen der Deteiv 
mioante A{co) fibereinBtdininen. 

Wir iiehoaeD zimächat an, die Fandamentalgleichong 
A{€o)'=0 habe lauter verschiedene "Wurzeln a>i, ..-, 
(Oh. Dann ist nach § 16 ein kanoniscbea Fnndamental- 
systeiD 

(6) r,, .... r, 

vorhanden, welches bei dem Umlaufe U die Sub- 
stitution 

( y, = a>i r, , 

(0 ...... 



[Tn = <OuTn 



erfährt. Setzt man 



r»=>'«iyi + ■-■+}'«»?»; 



BO nnd die TeibälbiiBse der Größen yn, . . . , y/^ aadi § 16 
durch die Gleichungen bestimmt; 

(«11 — ai()yii + •■ ■+ ö»i yin = , 



ain7il + • . . + {«■■ ~ 0)i)Yin — . 

Im Falle mehrfacher Wurzeln der Fandamental- 
gleicbong ergibt sich nach § 18 und § 19 ein zum Umlauf U 
gehöriges kanonisches Fundamental Bestem. Die Deter- 
minante Ä{oi) habe die Elementarteiler 



ist. Dabei sind <% , . - . , cOm nicht notwendig voneinander 
verschieden. An Stelle des Fundamentalsystems y^ , . . . , y^ 
ffihren wir ein kanonisches FundamentaUystem 

(8) r-a, r„, ..., r.,^ (» = 1, ...,m) 
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ein, dessen Elemente so in Gruppen xei&llai, daß dem 
/i«-fachen EUementarteiler (<» — <o,)^ eine Gmppe von 
fti Integralen Y entspricht. Das kanonische Fnnda- 
mentalsystem (8) erfihrt bei dem Umlanfe U die 
Substitution 

r.i - o>iYn , 



Beützt die Fundamentalglpichang Ä[€o)==0 swar mehr- 
fache Wuraehi, sind aber sSmtliche Elementart^er m — (o^, 
,.., oi — fOn der Determinante A{o)) on&ch, wobei ay^, 
. . . , CO. nidit sämtlich verschieden sind, so ist ein kaoo- 
nisches Fundamentalsystem 7,, — , Y^ vcahanden, welches 
beim Umlauf U die Substitution (7) erfahrt. 

Wir wissen zwar, dafi ein I^indamentalsystem y^, .... 
y„ vorhanden ist, welches bei dem ümlani U die 8nb- 
stitutioD (1) erfShrt, wir haben aber bis jetzt kein Mittel 
cur Berechnung der Koeffizienten o,,, . . . , Ohk dieser Sub- 
8titutioD keoDen gelernt Wir können also weder die Funda- 
mentalgleichung (2) bilden, noch das dem Umlauf U ent- 
sprechende kanonische Fundamentalsystem (6) oder (8), 
desaes Existenz wir nachgewiesen haben, wirklich berechnen. 



§ 27. Belhenentwicklang der Integnüe In einem Sreisring 
nnd in der Umgebnog einer gingnllren Stelle. 

Wir beschreiben um einen Punkt der «-Ebene, den 
wir uns zum Anfangspunkt x = Q gemacht denken*), ewei 
konzentrische Kreise mit den Radien Ü und iZ* > ii and 
nehmen an, daß in der von den beiden Kreisen b^renzten 
KingflSche 9i 

Jt<\x\<'R 



*) Der Punkt x = a wird durch die Substitution a 
= abergefahrt < , 



.A.OCH^IC 
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lauter r^aläre Stellen der Differentialgleichung (A) liegen. 
Ist insbesondere Jß = nnd ist ;c = eine singoläre Stelle, 
Bo geht die Ringfläche in die Umgebung 

0<la;]<B' 

dieser singnlären Stelle 8ber. 

Der in § 26 betrachtete geBchlosseoe Umlauf U möge 
jetzt die im poBittven Sinn durchlaufene Peripherie eines 
Kreises vom Mittelpunkt x = seiu, dessen Radius zwischen 
R und R liegt. Hat die zum Umlauf U gehörige Funda- 
mentalgleichuug — welche im Falle R = die zum singu- 
lären Punht x = gehörige Fundamentalgleichung 
du^tellt — lauter verschiedene Wurzeln tOi, . . ., cUh t so ist 
nach §26 ein Fundamentalsystem Yi, ..., Tn vorhanden, 
welches bei dem Umlauf U tu 

fibeigeht. Setzt man 

(10) ö>( = c»"'>^, n= ^^=-loga)f (t = l, ...,«), 

2jiy — 1 

so ist logwi nur bis auf Vielfache von 2jiy— 1, r^ nur bis 
auf ganze Zahlen bestimmt. Durch den Undauf U geht af' in 

und Yi in to^Yt über, also bleibt 
Yi 



ungeändert. Die in der betrachteten Ringfläche eindeutige 
Funktion 91,- läßt sich in eine nach positiven und negativen 
Potenzen von x fortschreitende Reihe (eine sogenannte 
Laurentsche Reihe) von der Form 

entwickeln, welche innerhalb der Ringfläcbe konvei^ert 
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Das PVindamentKlsTstem (6) gestattet demoach in der 
Biiigfläcbe 81 (bzw. in der Umgebnug der üngnliraB Stelle 
:r = 0) die EDtwickliiDg 

(11) Tt^ofi^p, (i-1,. ..,«). 

^FiJl mehrfacher WnrzelD der FuDdamentalgleiohni^ (2) 
worde in § 26 ein kanoDis<^es Ftmdamentalsystem (8) von 
Boloher Beschaffenheit gebildet, daß jedem Elementarteiler 
der Determinante A{o>) eine Gmppe von Int^ralen ent- 
sprach. Die Elemente T^ .. ., ¥„ einer solchen Gmppe 
öfahren beim Umlauf U die Snbetitation 



(12) 



r, -cor,, 
7, _o»r, + r, , 



I eine Wurzel der FuDdamentaJgleicliiuig darstellt*' 



(13) „.e.».V^, ,____l<,g„ 

(wodurch r nnr bis anf ganze Zahlen bestimmt ist), so geht 
gf bei dem Umlauf U in toaf aber; der Ausdruck 



^l<ygx 



wird, da logd; in logar + 2 n "j/— 1 fibergehf^ in 

Z, - L, + 1 
fibergefOhrt, der Ausdruck 

•^ il 



') In den Formeln (9) ist der Index t bei »>, ^ und den T 
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^ ii 

(J,-t + l + *)Xi(I,i-l)...(L,-i + 2) 

*' 

■Li(A-l)-(I.i-'! + 2)(.Et-i + l) 
~ *l 

, L.(A-l)...(A-t+2) 
+ (4-1)1 

d. h. in 

Die obige LdeoDgagrappe gestattet nim die folgende 
Entwicklnng; 

(14) J r,-:.f(y, + i9,L.+iifli,), 

l',-*-(y, + -i-y,.,I.+ . . . +^r,i,-.) ! 

darin sind tp^, tp^, ..., q}^, innerhalb der I 
deutige Funktionen von as, welche sich :' 
Reihen entwickeln lassen. 

Zum Beweise stellen wir uns vor, dafi die /* Funktionen 

9'i , 9'j . <Ps, ■■'> <Pp 
darob die fi Gleichungen (14) definiert werden; wir haben 
dann nor zu Eeieen, daß diese fi Funktionen beim Umlauf U 
angeändert bleuen. Von <p^ ist dies ohne weiteres klar. 
Bann geht 



r, 1 -. 



, G«w01ui]lehe Dlfferentialgleichniigeik 
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Qber in 

also ist 

y,_y,_l.(5.-y,)_0. 

Ferner geht 



n i _ 1 _ 



über in 

_ _ a>T^ + r. 



es ist sIbo 



- ■^?^<A + 1) - ^i?'i(A + -^i) J 



9^8 - V-« = — (-^ - V) - — PiA ) = . 

Usw. 

Wenn wir beachten, daß Lt eine ganze Funktion iten 
Grades von 1(^ (ohne konstantes Glied) ist, so können wir 
die Funktion J^, die wir jetiA mit y^ bezeichnen, anf die 
Form bringen: 

+ ViQogxy-^} , 

wo tpj^ , . . . , tfif, iu der BingSäche 9t eindeatige Funktionen 
von X sind. Ans der angeschriebenen Lösung ergeben sich 
aber nach einem Satze *), welchen wir linten beweisen werden, 
die folgenden ft Lösungen der DLEferentialgleichung (A): 



(15) 



y, - af{v, + Viloga;> , 

Jl, - «■ {V, + 2 V, log« + v>, (log»)'> , 



jr, - af <v„ + Ol - l),v,-il"g« + ■ • ■ + Vi(loga:)'-'> , 
welche lineaie homogene FunküoiieQ von JT, , . . . , I^ sind. 



*)Jargeii8, Grelles Journ., Bd. 80. 

I , ,,..1 .A.CXli^lC 
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Indem wir diesen Satz der Bcqnemliohkeit halber f6r /t <~ 3 
beweiHD, odinten wir an, die Gleidrang (A) habe ein Int^pnl 

pa - af {v-g + 2 v», 1(^« + Vi (loga:)») , 
wo Vi ' Vi > Vs in der Fläche ^ eindeutig sind. Wenn man 
d«n UnuEuif U K-mal ausfOhrt, geht y^ in die Funktion 

Ober, velobe ebenso wie 

der Differentialgleichung (A) genügt. Setst man ffir x dm 
verechiedeue «uue positive Zahlen Xn Xj, Xg ein, so stellen 
sich,' ^ die Determinante 



1, «., 

von .N|ül Terschieden ist, yi, }fi, Pt als lineare homogene 
Funktionen der drei Gröäen 

dar und genügen also ebenfedls der Differential^^chung (A). 
Wfflm wir aach die Form eines Fundamentalsystems 
der linearen Differentialgleichung (A) in einem Kreisring 
oder in der Umgebung einer singulären Stelle angeben können, 
so haben wir bis jetrt doch noch kein Mittel zur Berechnung 
der in den E^twtcklui^n (11) und (14) enthaltenen Expo- 
nenten r und der Koeffizienten der Laurentschen Beihen ip 
kennen gelernt 



§ 28. Terhalten_der Lösongen eines Systems linearer 

Dlfferendalglelchimgen in der Umgebang einer 

stognlSrea Stelle. 

Die bisherigen Betrachtungen lassen sich auf das in 
§ 14 behandelte System linearer Differentialgleichungen 

(B) ^ = ^,(x)y, + ... + ^,(fl:)>ir- (i = l, ..., «) 
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Qbertnsen, dessen Koeffizienten ^t(x) (t, it — 1, . . . . , n) 
eindeutige analTtische Funktionen der komplexen Veränder- 
lichen X sind. Die Veränderliche x mache im B^;u- 
laritfitabereich einen geschloBsenen tJmlanf U, welcher das 
Fondamentab^Btem 

yik, ... , Vnk (Ä — 1, ..., n) 

in ein aocleree Fundam^italsystem 

überfQhrt. Nach § 14 läßt sich jede Lösung y^, ■■■, y» 
von (B) in der Fonn 

Vi = Ol»« + ■ ■ ■ + OmVin (• = 1 , - . . , «) 

darstellen, wo o^, . . . , a» Konstante sind. EraeiEen wir 
hierin y^^, . . ., y^ durch 'yu , ■ ■ ■ , ~y^i {Je — l, . .., n) und 
Oj , . . . , »H durch gewisae konstante Größen an, ..., aja , 
so haben wir 

yik = akiyn + ■ - . + »i- »(» (i, * - 1 , . . . , n) 

oder augfflhriidier geschrieben 

(Vi! = oiiy« + . . - + »I« y<« , 
(i=l,...,») 
y<« = o-iy« + . . . + a««yrt • 
Dabei sind die Koeffizienten Ou , . . . , a». dieselbeo fOr alte 
Werte » = 1, ...,». 

Hat die Fundatnentalj^eichung 

I Oll — (U, . . . , OiH 

an ^H= 



I&ater einfache Wurzeln <Ox, •■ ■, (On, so läßt sich das or- 
sprÖDglioh gewählte Fundamentalsystem durch ein anderes 

(18) Txt, ..., Y,k (Ä = l,...,n) 

ersetzen, welches durch den Umlauf U in 

Xu, .-., T.* {t = l,...,n) 
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übeigeföbrt wird, wobei 

m \^ (i-i....,«) 

■ - ■ l ir,i-OT„-r;i ■ • ■ ■ 

ist. Dieses Besultat bleibt auch dann bestehen, wenn die 
Betenmnante A{o}) lanter einfache Elementarteiler a> — w^, 
...,<o~<On besitzt, ohne daß co^^, . . . , m^ sfimtlich ver- 
schuden sind. 

Wir nehmen jetzt an, U sei ein Umlauf um die Biuguläre 
Stelle z>^0. Setzt man 



(20) 


(uj = e*"'<^^ 


so hat man 






(r„_«'.y„, 


(21) 







( Ti^ = af-^in, 



wo sieh ^n, ..., ipi» in dei Umgebung von a^^O in 
Laii^äntsclie Keihen eotwickelu lassen. 

Der Fall, daß die Detenninante A(a}) mehrfache Ele- 
mentarteiler 

(to — a>i)»' , . . . , (to — (a«y*- 
beeitEt, wobd 

fh+ ■■■ + /*•-» 

B«in muß, läßt sich ähnlich behandeln wie in § 26 und § 27. 
An Stelle der Größen 

Va, ■■■, Vin (• = !,...,») 

treten die OrSßen 

(.■-!,...,«). 
Der Umlauf U fölirt die 6r5fi«n 

r.,-., y<, , r;,.,,., 
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wo (X eine der Zahlen 1 , . . . , i» isl^ über in 
fy,,.i'-m.T,,., 



(23) 



lr,,.„,-a.,r,,.,„ + r,,„„.,. 

-Die analTlische Darstellung des FondamentalsyetemB (22) 
vollzieht sidi wie in § 27. 

Kehren vir zum Fall einfacher Elementarteiler der 
Determinante Ä((o) zurück, so wissen wir zwar, dafi ein 
FnndamentaUfStem vorhanden ist, welches eine analytische 
Darstellung von der Form (21) gestattet, wir haben aber 
bisher noch keine Methode zur Berechnung der Eb^ponenten 
r, , . . . , r. und der Koefßzieiiten der Laurenteoben Bdben 
flu •••> 9'oN kennen gelernt. 

In §§ 30-— 32 behandeln wir ein System linearer Differen- 
tlalgleicbnngen (B), dessen Koeffizienten in der Umgebung 
dar eingulSren Stelle x — die ein&che Form 

^.,(^)_»|?) (i,*_i, ...,«) 

besitzen, wo sich ^aix) bei ;c = regulär verhSlt In 
diesem speziellen Falle läßt sich die Berec^ung eines Funda- 
mentalsystems verhältnismäßig leicht ausführen. 



)oy Google 



Die Integrale einer linearen Differential- 
gleichnng in der Umgebung einer singa- 

lären Stolle der Bestimmtheit. 

Differentialgleichnngen der Fnclisselien 

EUasse. 



§ 29. Form der KoefOilenten 

«iner linearen Differentialgleichimg in der Umgebung 

einer singalAren Stelle der Bestimmtbeit^ 

Es sei x =- ein isolierter singulärer Funkt der linearen 
Differentialgleicliimg 

d. h. im Innern eines um den Punkt x = mit einem 
BadiuB Ü > bescbrie1}eiien Kreises li^ außer x "0 kein 
weiterer BingolSror Pankt*). Wir h^ben in § 37 nach- 
gewiesen, daß ein Fundamentaleystem von Int^ralen vor- 
handen ist, welckra eidi ans Elementen von der Form 

(2) • s-^fi^) 



*} Ein singulfirer Punkt x = a wird durch die Substitutioa 
x'—'Oi — a in a/ = 0, der singuUlie Punkt x — ao durch die Sub- 
■titution 3f ^=— in iC = llbergefllhrt. 
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oder TOD der Form 

(3) y^xf[^oi'^) + <j^{x)\oga; + ...+<p^(x){\ogx)^] 

zusammensetzt. Die darin enthaltenen Funktionen <p sind 
in Beiben mtwickelbar, welche nach positiven und negativen 
Potenzen von x fortsdu^iten und für < la:! < B konver- 
gieren. Die wirkliche Berechnung der Koeffizienten der zu 
der singolären Stelle x = gehörigen Fundamentalgleichung 
und der Koeffizienten der in den Formeln (2) oder (3) auf- 
tretenden Lanrentschen Reihen <p ist eine Au]%abe, welche 
im allgemeinen große Schwierigkeiten darbietet*). 

Wir beginnen daher mit einem leichter zugänglichen 
besonderen Fall, in welchem diese Aufgabe von Fuchs**) 
vollständig gelöst worden ist 

Wir sagen mit Fuchs, die Funktion (2) oder (3) ver- 
hält sich an der singulären Stelle x = bestimmt, wenn 
die Laurentschen BeihenentwickJuBgen der darin ent- 
haltenen Funktionen 97 negative Potenzen von x entweder 
gar nicht oder nur in endUt^w An'B^I enthalten "***). Wir 
nehmen an, in dem Ausdruck (3), welcher den Ausdruck (2) 
als speziellen Fall enthält, sei 



wo »1 eine ganze Zahl ist und v"») Vi t • ■ ■> V» Potenzreihen 
von X, welche tOi x = <i nicht sämtlich verschwindeiL Setzt 
man nun q ^r — m, so wird der Ausdruck (3) 

y = j* [Vo («) + Vi (*) log^ + . . . + V» («) (log«)*] . 

Wir können daher voraussetzen, daß in dem ursprünglichen 
Ausdruck (3) die Reihen (p^, tp^, .,., <pk nur positive Po- 
tenzen von X enthalten und für :r = nicht sämtlich ver- 
Bohwinden und daß in dem Ausdruck (2) die Poten^reihe <p{x) 



*) VgL Abschnitt Vin. 

**) In den grundlegenden Arbeiten „Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen mit vei^nderliohen Eoeffizientwi" (Grelles 
Journal, Bd. 66 u. 68). 

***) Nach einer von Thomäeingefahrten Ausdrucksweise sagt' 
man in diesem Falle, die Funktion verhält sich an der singul&ren 
Stelle x = regul&r. Dabei wird jedoch das Wort „regulfe'" in 
anderem Sinne gebraucht als im Text. 
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ffir X = nioht versoliTnndet Ist dieae Voranssetzniig er- 
fQllt, Bo aagt man, die Funktion (2) oder (3) gehört zam 
Exponenten r. 

Wir nehmen nun an, die Differeotialgleiohung (1) besitze 
ein FnndamentalsyBtem von Lösongen, welche sich an der 
eingtüären Stelle x = eämtlich bestimmt veriialten ; die 
Stelle a:=0 wird dann als singulare Stelle der Be- 
stimmtheit bezeichnet. 

Wenn sich nicht alle Lösungen der Differentia^leiohnng 
an der singulären Stelle x «■ in dem definierten Sinne 
bestimmt verhalten, so ist x = eine singulare Stelle der 
Unbestimmtheit (UnbestimmtlieitBstelle) *). 

Wir beweisen den Sats: 

Soll x = eine singulare Stelle der Bestimmt- 
heit sein, so muB die lineare Differentialgleichung 
die Gestalt haben: 



(A) 



i(g) (J-'y ^ %{x) tf'-'y 
X daf~^ X* da^~* 



äx 



worin ^i{x), ^»(a;), ..., $«(a:) in der Umgebung von 
x=0 reguläre Funktionen sind. 

Der Satz gilt zunächst für eine DifTerentialgleidinng 
erster Ordnung 

Wir nehmen au, dieselbe habe eine Lösung von der Fonn (3) 

y =. 3f<p{x) , 
wo 9p(x) eine in der Umgebung von x = Q reguläre Funktion 
darstellt^ welche für iE = nicht verschwindet. Nun fo^ 
aus der Differentialgleichung 

dlogy r q/(x) ^ 

dx X tpix) ' 



m--' 



*) Tgl. Abschnitt VII und VIII. Bei Benutzung der 
Thom^s^en Ausdruckaweise spricht man dann von irregulIlFen 
Integralen. 
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wegtQ 9>(0) ^0 hat m&Q 



wo %(j;) in der Umgebung von x = regulär ist. 

Wir zeigen, daß der auBgesprochene Satz für eine 
Differentialgleichung »ter Ordnung, gilt, wenn er £ür eine 
Differentialgleichung (n — 1) ter Ordnung als bewiesen vok~ 
au^esetzt wird. 

Ist iE ~ eine singulare Stelle der Bestimmtiieit für 
die DifferentiaJgleicIiung (1), so ist eine Lösung von der 
Form (2) 

yi=3f<p{x) 

vorhanden, wo q>(x) eine gewöhnliche Fotenzreihe voa x 
und 9^(0) von Null verschieden ist. Setzt man 

(4) y^y^lsdx, 

80 genfigt SS einer Differentialgleichung (n — l)ter Ordnung 

deren Koeffizienten Qi, ...,Q„.i mit den KoeffizienteD 
Pi, . . . , P„ von (1) vermöge der in § 12 abgeleitetoi 
Gleichungen zusammenhängen: 



«-'=K(<»'-'^+-+<^'''-'t+^-"-)- 

Aus einem Fundamentalsystem von (1), dessen sämt- 
lidie Elemente sich bei ar = bestinunt verhalten, ergibt 
rieh vermittels der Gleichung 



■ ix y. 
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dn Fnndftmentalsyetem gleicher Beschaffenheit von (5). Ist 
dw ausgesprochene Satz für die I^erentialgleicbong (5) 
gültig, so hat man 



«.- 






..., 


e.-.- 




eioh D,, D,, ...,&,-, bei«- 


regulfir verhalten. 


P, 


-«■- 


d« 

» > 

Sil 








P, 


-«.- 


d'Si 


-HP, 


dx 
Vi ' 




P.-. 


-e.-. 




-...- 


-(2)iP.. 


dl 

-'IT- 



Setzt man für Q^, Q,, . . ., Qn-i die obigen Ausdrücke tan. 
und beachtet man, daß 



duf d^ 



3f<p{x) 



r-1, 2, ...) 



gleich einer durch a!' dividierten regulären Funktion von x 
ist, so erhält man 

(71 V =%^ p _%i!^) p ^%^M_ 

'"> ^i» 5P») •■•> ¥»-1 l'fii a; — reguläre Funktionen 
von X. sind. 

Setzt man in der BifferentialgteiohuDg (1) y = y^ und 
löst man nach P^ auf, so erhält man 



p.-- 


dir' 
»1 


P. "'"- , 
»1 


. . -P.- 


dx 

^ Vi ' 
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daraus folgt 

(8) A-^. 

WO ^»(a:) sich bei 3; = r^^är verhält 

Der ausgesprochene Satz war zunächst für n = 1 bewieseo ; 
aus seiner Gültigkeit für eine Differentialgleichung (h— l)ter 
Ordnung folgt seine Gültigkeit für eine DiSerentiAlgleichung 
»t«r Ordnung; damit ist seine allgemeine Gültigkeit bewiesen. 

DaB sich auch umgekehrt sämtliche Integrale der 
linearen Differentialgleichung (A) in der Umgebung der 
singalSren Stelle x -^ bestimmt verhalten, eikennen wir, 
indem wir ia § 33 und § 34 die ReihenentwickluDg der 
Integrale in der IJmgebung von :r ^ wirklich herstellen. 

Die lineare Differentialgleichung (A) 



'S 


+ a?-'S|S,(i)-^|^ + . . . +a;!p..,(a;)||- + S|S.(«)j( - 


läßt sich auf das folgende System von « Uuearen Di£Ferentialglei- 
chongen erster Ordnung mit den « abhängigen Veränderlichen 






zurückführen: 








^^-'■+*' 


(10) 


.^-2,. + .., 




»%i-(»-2)s-.-, + ir., 




'% — ?.». - sp-is-. - . . . - !p.y.-. 




+ (»-!-%)!(./ 



...Gooi^l 



S so. ejSbem mit Stelle der Bestüinmtheit 
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Im nSohaten Paragraphen betrachten wir ein allgemeineres 
DifferenüalBystem (B), desaen LöBongen Bioh, wie wir sehen 
werden, an der singulären Stelle x = bestimmt Yerhslt«ii. 

Wir sagen, eine Lösung 



oder 



yi = af<Pi{x) 



(»=1, 



.,n) 



yi'-=3f{<p,o{x) + <Piiix)\ogx-\- ... + fp(i{x)<^agxf'\ 
(i=l, ...,n) 
eines STstems linearer Differentialgleiohungen, welche sich 
an der Stelle ;r ■= bestimmt verhält, gehört zum Ex- 
ponenten r, wenn sich die Fanktionen tp, bzw. ^oi 9>(i> 
. . . , fvjk (* = 1 > - ■ - , ») DAch ganzen positiven Potenzen 
von X entwickdn lassen, aber für 2 = nicht sämtlich 
verschwinden. 



i 30. Elii System linearer Dlffbrentialgleiehangett mit 
einer singoUren SteUe der Bestimmtlieit. 

In dem DifFerentials^stem 



(B) 



«^ = ?ii(*)yi + ■ • • + ^rMy. , 



*^ = ?-i(*)yi + • • • + ?-(*)y- 



(11) %i{x)~ati + aiiX+aiix»+... (st=l, ...,») 
eine Potenzreihe von x , welche für lünreichend kleine Werte 
von l^l konveigiert ; x = ist eine singulare Stelle von (B), 
wenn o^j , . , . , Oh« nicht sämtlich verschwinden *). 
Wir setzen 



(12) 



m= 



Oti-f, 



Oln 



*) Zu W 30-S2 TgL Hörn, 31a 
i U angeflUirte Werk von Sauvage. 



OnH — r 
Sta-tb. Ann., Bd. 39 sowie du 



.A.(X")i^lC 
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ond bezeidmen du Wurzeln der G-leiclmi^ nten Grades 
/'{r) = 0, der zur aingaUren Stelle x-^O gehörigen 
determinierendea Fundamentalgleichiing, mit 



Wir suchen das System (B) durch Eeihen von der Form 

fm-'9i{x, r) = af(j(o + ?(i» + ?.»«* + -■■) 

znnSohst formell zu befriedigen. Durch Einsetzung der 
Beihen (13) in die Differentialgleichungen (B) und Ver- 
^eicbung der Koeffizienten von sf eriiült man die Gleidmngen 

((oii — r)ffio + • ■ ■ + Oi«ir»o — , 

O"ifto + - ■ • + («HH — »■)(f„o — ; 
die Verg^eicäumg der Koeffizienten von af** (v = 1 , 2 , . . . ) 
ergibt i£e Gleiäiungen 

(16) 1 



wo 

- H,, - J;«i. ft, .-. + •.. +^»S-"»« +^«!;'a. 

eine lineare homc^n.e Funktion der Grroßen 

9iix, ••■, 9»^ (jw = 0, 1, ...,y — 1) 

ist. 

Sollen die Gleichungen (14) durdi Werte i^la, ■■■>(/ho 
befried%t werden, welche nidit sämtUch verschwinden, so 
muß r gleich einer der Wurzeln r^, . . . , r» der Gleichung 
f(r) = sein. Sind unter dieser Voranssetsung 9io, •■-, 9no 
den Gleichungen (14) gemäß gewählt und ist flr-i-v), die 
Determinante der Koeffizienten von gi, , ■ ■ ■ , g^r in den 
Gleichungen (15), füri' = l,S, 3, ... vonNuU verschieden, 
so gestatten die BehurBionsformeln (15) die sukzessive Be- 
leclmung der Größen t^i., . . ., g^, {v=-=l,2, 3, ...). Sind 



i Sa System mit Stelle der Bestiinmtheit. 1^3 

die WimelD r^, ..., r„ der determinierenden Fnndamentai- 
gleiohnng f{r) — voneintmder verGcMeden und weisen «a 
keine ganKzahÜ^n Differenzen auf, so Bind ftkr r = ri 
(i ^ 1 , . . . , n) die angegebeDen Bedingungen erfollt. Jedem 
dieser n Wert« von r entsprechen Seihen von der Form (13), 
welche das Differentialsystem (B) formell befriedigen. £« 
ist xa fnUfen, ob diese Reihen in einer gewissen Umgebung 
der Stdie x = konvergieren. Wir führen jedoch die Kon- 
veifienzunterBachung in etwas abgeänderter Form, am nach- 
her aoch die Ausnahmefälle (mehrfache Wurzeln der Glei- 
chung f(r) ^ oder ganezahlige Differenzen zwischen den 
Größen rj , . . . , r») behandeln zu können *). 

Lassen wir die Gleichungen (14) zonächet außer Betracht 
und sehen wir r als unbestimmte Größe an, so lassen sich 
vermittels der Formeln (15) für v = 1 , 2 , . . . die Größen 
9ii I 9it, • ■ • durch die t^^a (( = 1 , . . . , n) aasdrnoken : 



nr+'r 



wo i^'Hir) eine ganze rationale Funktion von r darstellt. 

Statt s&mtJiehe n Größen j7<o (* "" 1 * i ^) unbestimmt zu 

lassen, können wir uns darauf beschränken, eine oder 
mehrere der Gleichungen (14) auszuBcbeiden, während die 
übrigen Gleichungen (14) dazu benutzt werden, einen Teil 
der Größen ^lo, ..., (fno durch die übrigen anbestimmt 
gelassenen auszudrücken. Es sei n eine ganze positive Zahl, 
welche nicht kleiner ist als die absolut größte unter den 
etwa zwischen r^, , , . , r„ bestehenden ganzzahligen Diffe- 
renzen. Ist r einer der Werte r^, . . . , r« , so ist f(r 4- v) 
für v>n sicher von Null verschieden, während sich unter 
den Größen f{r + 1), . . . , f{r + n) verschwindende befinden 
kernen. Für die noch nnbestinmit gelassenen Größen 9,0, 
• •■( 9ni> setzen wir steche ganzen rationalen Funktionen 
von r, daß sich im Nenner von g,r diejenigen Faktoren 
weichen, welche verschwinden, wenn man für r einen der 
Werte r, , . , , , r„ setzt. Wir besdireiben in der Ebene 



•) Vgl, die TOD Frobeniiis(Crelles Journal, Bd. 76) auf eine 
DlfibrentialgleiohuDg nt«T Ordnung angewandte Methode. 
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der komplexen GröSe r kleioe Kreiee um die Punkte rj , 
. . . , r^ und ne}uDen r in dem Gebiete 9t , welches aus der 
Geeamtiheit der von diesen Kreisen eingeschlossenen Flächen 
besteht, willkürljoh an. Auf dem angegebenen Wege eigeben 
sich sämtliche g,, als Funktionen von r, welche sich im 
Gebiete SR regulär verhalten. 

Die 80 Derechneten Reihen (13) genfigen, weil dl« 
Gleichungen (14) nicht erffillt sind, nidit den Difierentiul- 
^eiehungen (B), sondern den DifFerentdalgleiobungen 

x-^ - y'!ßii(»)yi + rffiaif 

—^Oitgto-af (t— 1, ...,n). 

Unter Anwendui:^ der Bezeichnung 

AO. , ■ ■ • , »J «^ +^?,.(a^)y. 

schreiben sich diese Differentialgleichungen: 

(17) i>((yi, . ■ ■ , 9n) ^y^OikSko-af ~ rgtasf . 

Wir ze%en, daB die Beiben (13) gleichmäßig konvergieren, 
wenn |a;| hinreicbend klein angenommen wird und r dem 
Gebiete m angehört 

Durch Auflösung der linearen Gleichungen (15) er- 
gibt eidi 

(18) 9i,=^f,k{r + v)E,, (i = l,,..,n); 

dabei wird fa (**) erhalten, indem man die Unterdeterminante 
des Elementes On (bzw. an — r, wenn t =» ft ist) der Deter- 
minante (12) dnrch die Detenninacte f{r) dividiert 

Da f{r + v) ffir keinen Wert r des Gebietes SB ver- 
schwindet^ wenn »- > n ißt, so wird der Ausdruck 

vta{r + v), 

«elcher als Quotient zweier ganzen Funktionen »ten Grades 
von V ers<^eint» für v > n mcht onendUob groß und hat ffir 
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V *^ao einen eDdliohen GhreiiEwert. Es läßt sich also eine 
endliche positive Größe F so angeben, daß für alle r- Werte 
des CiebieteB 9t 

\''fn{r+y)\<r (v > n) 

ist 

Wenn die Reihen 

■welche für x = verachwinden , für |«[ ^ g konvergieren 
und wenn ihre absoluten Beträge im Grebiete |:t:{ ^ ^ die 
positive Größe M nicht überschreiten, so ist nach einem 
in § 2 bewiesenen Satze 

Man kann 3f beliebig klein machen, indem man q hinreichend 
klein wählt Wir denken uns g so angenonomeo, daß 

n'FM^l 
ist 

Wir wollen zeigen, daß eine von r miabhängige end- 
liche positive Größe G so vorhanden ist, daß rar alle 
r- Werte des Gebietes M 

(19) |5.>l^^ (^ = 0,1,2,...) 

ist Zunächst können wir G so groß annehmen, daß die 
Bedingung (19) für ft^n erfüllt ist Wir setzen nun 
voraus, sie sei für ju = , 1 , . . . , v — 1 erfüllt, wo r > n 
ist Dann ist 
,„ ,^ Jtf 6 , . MG, M„ vnMG 

and 



oder w^;en n^FM^ 1 

d. fa. die Bedingung (19) ist auch für jU — >• erfüllt 

Hörn, GawöhnlichB Düferontialgleichimgaii. 10, niioic 
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I^ ißt also für ]a:j ^ g und für alle Werte r des Ge- 
bietes 91 

l!/.>'|SG(f)'i 

da die Keihe 

e 

wenn die positive Größe e'<e beliebig gewäblt wird, 
ffir |;c{ ^ g' gleiobmäßig konvergiert, so ist die Keilie 



S'* 



^\ 



für j:r| ^ q' und ffir alle Werte r in 91 gleichmäfiig koD- 
reigent, w. z, b. w. 



§ 31. Reiheoentiriekliing der Lösan^n In den ein- 
fachsten Fallen. 

L Wir nehmen zunächst an, die Determinante fir) 
habe lauter einfache Elementarteiler 



Tobei fi, ..., Tn nicht notwendig verschieden sind ; vor- 
Ifiofig soll zwischen r^ , . . . , r^ keine (von Null ver- 
schiedene) ganzzahligc Differenz bestehen. Das 
System (B) läfit sieh natm § 20 durch eine lineare Trane- 
formation der abhängigen Veränderlichen auf die Form 
bringen: 

^®* "^ "^ " *■* ^' + ^Jj'*^'** + "^^f* ?»+■■■ 

(i=.l,...,n), 
80 daß in dem System (B) 

an = Ti , aifO (» ^ k) 

angenommen werden kann. 
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Wir d«Dkeii uns, wie im vorangehenden Paragraphen, 
die Beihen (13) gebildet, indem wir fto = , . . . , ?■ o = 
annetimeQ, aber tQr g^^ eine beliebige Funktion Q^{r) setzen, 
welche für r >=>■ r^ nicäit verschwindet. Diese Beihen genügen, 
wenn r unbestimmt bleibt^ den Gleichmigen 
<2l) A(yi , . . . , y„) = -(r - n)j,o(r)3f (i= 1 , .... »). 
Für r =- r, versohwindea die rechten Seiten dieser n Glei- 
chnngen. Man hat also die Lösung des Differential- 
BTStems (20): 



y.i = af'Tjf,,(r,)ar (t = l,. 



welche zom Exponenten r^ gebort, da guiri) von Null ver- 
schieden ist. 

Indem man r, , . . . , r„ ebenso behandelt wie r^ , er- 
hftlt mau den Satz: 

Hat die Determinante f{r) lauter einfache 
Elem entarteil er r~r,, . . . , r — Th und besteht 
zwischen r, , . . ■ , r„ keine (von Null verschiedene) 
ganzzahlige Differenz, so besitzt das Differential- 
system (B) ein Fundameotalsystem von Lösungen 
von der Form 



f J'u-«'' 9,1(3:), 



y«. = af y„i(ir), 



l yi« = af-9)i„(a:), 



»»» — «'"9^«(a;), 



wo f»,i, ..., <p^H Potenzreihen von x sind. 

Daß die so erhaltenen » Lösungen ein Fnndamental- 
system bilden, geht daraus hervor, dal die Determinante 



''q>(x) 



nicht identisoh verschwindet. Es ist oämlioh 
9^11(3:), ..., ^j(x) 



<p{x)~ 



9'i"(«) » 



9*n(x) 



.M^' 
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wegen 

».(0)-8,(<-,)TtO, frtTO-O (is*) 

iat 

Ans dem in § 30 geführten Konvergenzbeweis g«ht 
heivor, daß die BeüieD <pn(x) in einer gewiseen Umgebung 
der Stelle x = konvergieren. Eine LSsnng des Syatems 
(B) kann sich nor an denjenigen Stelleu eingulfir veihalt^k, 
-wdche wir froher als singulare Stellen des DifferentialsystemB 
bezeichnet haben; es sind dies die eingulären Stellen der 
KoeMzienten. Der Konvergenzbezirk der Reihen (21) 
reicht also sicher bia zn der dem Punkte ic — O 
näohstgelegenen singulären Stelle. 

Das FondamentalsjBtem (21) erfährt bei einem posi- 
tiven Umlanf der Verfinderlichen x um die BingulÖre Stelle 
2 m die Substitution 



^iH = ^'"'^-^ytn 



Die Vergleichung mit Formel (19) des Y. Abachnitta Idu-t, 
daß zwischen den Wurzeln toi, . . ., (o„ der zu a; = ge- 
hörigen Fundamentalgleichung und den Wurzeln r, , ■ ■ ■ , r^ 
der determinierenden Fundamentalgleichung der folgende 
Zusammenhang besteht: 

fl„_ei»r»yrr (t-1, ...,ti). 

Wfihrend die im V. Abschnitt eingeführten Größen rj , . . . , r., 
nur bis auf ganze Zahlen bestimmt waren, liefert die deter- 
minierende Fundamentalgleichong vollständig bestimmte Ex- 
ponenten Ti, ..., r^. 

TL. Wir nehmen jetzt an, die determinierende Funda- 
mentalgleichung f{r) :=• besitze eine mehrfache Wur- 
zel fg, welche von keiner anderen Wurzel um eine 
ganze positive Zahl fibertroffen wird. Die Deter- 
minaote /'(r) habe den mehrfachen Elementarteiler 
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(r — rf,y . Eb ist niobt ausgeeohlosBen, daß daneben noeb 
Elementartdler (r — r^y*', . . . yoriianden sind. 

Nach § 20 denken wir ans das System (B) durcb eine 
lineare Transformation auf die Form gebracbt: 



(22) 






•o!'i+- 



,''»1 



^-•'o!'. +» + ■ 



^*!e 



-'■.!', + K.-i + - 



»i.w-('--'-o)'-'8M. »..w-fr-'-.y-'BW 

J,-i,o(f)— (>• — »■o)9W. »<.•(') -8W> 

^o d(''o)^0 u1^ wäfarend die übrigen GföSen fto(r) gleich 
Kuli angenommen werden. Unter der oben gemachten 
VorauBsetKimg wird für r = rf, keine der Gröfien gt, 
(v = 1, 2j . . .) nnendliob groß, da keiner der im Nenner 
enthaltenen Faktoren /(r_+l), /(r+ 2), , . . fär r = ro 
verschwindet Die Bo beatimmten Funktionen i/t=-ffi[x, r) 
mit der Unbeatimmten r genfigen den Differentifugleidinngen 

iI>i(<li,---,9.)--ir-r,)guir)ir (r-r,)»8(r)af, 
J),(y, ,•■•,!(■) - (»-o JM + ft-i , d} i" - rfteif •= 

mm. Anf der recbten Si 
Btebt eine Funktion von 
ersten, zweiten, . . ., {/t — 



a'J.(»i,...,y.) 

Sr' 



DA- 



iiizedoy Google 
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ist, so beEitzt das DifferentialsTstem (22) die dem fi-taohea 
Elementarteiler (r -- ToY eatsprechendea ft LöBongen 



(21) 



"'■"l—äf-L,.- 

'"-[—afi-l,.,,' 






(25) 



»II — «'•X»i.(>o)^i 

ifit — af*y'5{,(ro)af + a?»yj(,(ro)«' • log«, 
»I. - af^j',;('-.)«' + 2af^9i.('o)*' • l"ga: 
+ 'f&(.('-o)«'-(log«)", 

y„-a!-ijl;-«(r.)»- + (/<-l)«'-2'9i:-V.)*--l»g»^ 

i^ »»0 

+ • • ■ + '«'•i*.('-o)«'- (logät)'-' ■ 

Da 9,,o(ro)^0 ifit, so kommen Dotwendig Glieder mit 
log«, . . . , (logit)»-' vor. 

Unter Anweodimg der Bezeichnung 

«i(«)-^S(,(»-o)«', 
91i(4-.^9f.('-.)«', 



?V,(»)-2'!Ä""W^ 



..:s..vGooqIc 
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sciireiben wir die nadigewieseDea Löenngen: 
--cifg>ti{x), 

Via = 3!"[<pia(x) + 2<pi,{x)h>gx + (pii(x)(\ogxy] , 



(26) 



y^ = !>f'Wi,^(x) + (u — l)?'(,^-i(a!)loga; 

Diese ft Lösnoffen sind linear unabhängig; denn be- 
stSode eine lineare Belation mit konstanten Koeffizienten, 
die wir s. B. für /t = 3 aoBchreiben : 

C.«/„ + C^y,, + Giya = {* = 1 , . . . , n) , 

so würde dieselbe durcb NulleetzeD der Koeffizienten von 
(log«)*, (log*)', {logaT)" zerfallen in 
Ct<pix{x) = Q, 

Ci'Pii{?i)-\-2Ck<p,i{x)--=Q, (»— ,1) ••■.») 

Ci<pn{x) + Qt<pi,{!c) + Ci<pii(x) = . 
Setzt man hierin x = und beachtet man, daß Vn^)^^ 
ist, 80 ergibt eich Cg =0, C,=0, C^ = . 

"Wir haben den Satz bewiesen: 

Einem /^-fachen Elementarteiler ix~''a!f* <^^' 
Determinante /"(r) entsprechen, wenn die Gleichung 
/'(r) = keine Wurzel r^ + »■ (v = l,2,...) besitzt, 
fi linear unabhängige zum Exponenten r^ gehörige 
Lösungen des Differentialsystems (B) von der 
Form (26); darin yind (pi\,<pi%, . . . Potenzreihen von a;. 

Wie oben ei^bt sich, daö der Konvetgenzberirk dieser 
Potenzreihen bis zu dem dem Punkte x = nächstgelegenen 
singulären Punkt reicht 

Der angesprochene Satz bleibt bestehen, wenn neben 
dem Elementarteiler (r — r^ noch andere ElementarteUer 
{r — r^Y' , ■ ■ ■ vorhanden siud. Jedem dieser ander<.'n 
Elementarteiler entspricht ebenfalls eine Gruppe von Lösungen, 
die sich nach der angegebeoen Methode bilden läßt. Man 
beweist ähnlich wie oben, daß die sämtlichen fi -\- fi' -\' . . . 
Lösungen, welche zum Exponenten r^ gehören, linear un- 
abhäi^;ig sind. 
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§ 32. Ganzzdillge Differeiueii zwiseheii den Wnrzeln' 
der detenninierenden Fondamentalgleiehiiiig. 
TTT. Eb seien jetzt 



eiofaobe Wurzeln der Gleioliung f(r) = 0, uad die 
BifferenzeD 



eeien ganze positive Zahlen; es sei aber keine weitere 
Wnizel voriianden, welche sich von den ang^benen um 
ganze Zahlen onterscheidet 

Dann ist r — r,^ als einfacher Faktor in / (r) enthalten, 
(r + j-, — r,) — ri = r — r, in f{r + ri — rj , (r + fi — r^) — r^ 
^r — r^ in /(r + »"i — ''s) nsw.; femer r — r^ in f{r), 
(r + r, — rg) — r, = r — ra in f{r + r^ — r,) usw., r — rg 
in f{r) usw. Wir setzen 



fto = (i = »» + 1 ,...,«) ; 

Qi(r) soll für r = r^ , r, , rs , ... von NoU verschieden sein. 
Dann wild 

. yl aijW (r-r0(r-r.)'( '--r.)'...9.(f) 



WO fli, (r) för r = r^ , r, , fg , . . . endlich ist. Die Größen 

enthalten den Faktor r~r^, weü dieser in f{r + 1), ..., 
f{r + r^ — r, — 1) nicht vorkommt; die Größen 

9iAr) C^O, l,...,rj-ra-l) 
sind durch {r — r^y teilbar, denn keine der Größen 
fir + 1), . . . , /"{r + rj - r, - 1) enthat den Faktor r — rj; 
die Größen 

3,,(r) (r = rj — r, , . . . , »■[ — rg - 1) 
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(27) 



sind nur dnrofa r — r^ teilbar, weil äe im Nenner die dnrob 
r — Tf teilbare Größe f{r + r, — r,) enthalten. Usw. 

tHe so bestimmten Fonldioneu !/t~gt(x,r) genügen 
den Differentäalgleiobungen 

f Bidli , . . . , j.) - — (r — ri)s,t!if 

{r-r,)(r-r,)H>--r,)'...j,(r)af 

(B,(y,,...,j(,)-0 (i-i» + l, ...,«). 

Jeder der Aasdrücke Dt verschwindet also für r = r^, er 
verschwindet nebst seiner ersten nach r genommenen Ab- 
leitung für r = fj , nebst seinen beiden ersten Ableitongen 
für r = rg nsw. Unser Differentäalsystem besitzt demnach 
die Lösungen 

».-»(«. n). 

»■—»((*.'■.). »I- 






I S'M', r)\ 



USW., die aber nicht sämtlich linear unabhängig sind, um 
von denen wir nur die folgenden beizubehalten brauchen: 






Die Lösung 



yn = »'■'^^(..{»•i) ab- 



gehört zum Exponenten r^, da gmiri) von Null verschieden 
ist. Die Lösung 



»i = ^2!^iAri'i^ + '^2^sUri)se'-iogx 



,,:),. Google 
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gehört zum HzpoDenten r, , da j4o(''i) einen von Null ver- 
schiedeneQ Wert hat, and die LöBung 

+ afy9iArs)^-(\ogxy 

zum Exponenten r^ , da ^»(''g) nicht verschwindet; usw. 

Daß die m Ldsongen (28) linear unabhängig sind, er- 
gibt sich beispielsweise für t» = 3 folgendermaßen. 

Aus einer linearen Relation mit konstanten Koeffizienten 
Ctf/ii + C,y.i + Csff.s = (i = 1 , . . . , ») 

folgt dorch Einsetzung der obigen Ausdrücke und Ver- 
gleiohung der von Ix^irithmen freien Glieder 

^i^'^J'"(*'i)^ + C,af2^gl,(r^)X' + C^af^^ff'i'ArtW = 0. 

Durch Division mit af' und NuUsetzen von x erhält man 
Ci9'i'oirsl=^'' wegen ^'o(rg)^0 ist Cg = . Dividiert 
man jetzt duroh af', so hat man für a; = Cs3«o(^»)=0; 
es ist aber gm{rs)^0 und daher C, =0. Schließlich er- 
hält man, wenn man nach Division mit af' x^O setzt, 
CigMri) = ; da ft,{ri) ^ ist, muß C, = sein. 

Die allgemeinste zum Exponenten r^ (/* = 1 , 2 , . . . , w») 
gehörige Lösung i/i ist eine lineare Verbindung von 
yni ya, ■■•) yt/i- Der Ausdruck 

yt — 9i{x, fj) = 3f*'ygiy{rj)xr , 

welcher sich oben als Lösung ei^eben hatte, beginnt, da 

^,.K) ■(r-o,i,...,n-'-.-i) 

verschwindet, mit dem Gliede 

er gehört also, falls er nicht identisch verschwindet, zom 
Exponenten r^ und unterscheidet _ sich daher von yn nur 
duräh einen konstanten Faktor. Ähnlich erkennt man, daä 
sich auch die fibrigen oben nachgewiesenen Lösungen auf 
Viit f/fsi ViSt • ■ ■ zurückführen lassen. 
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Der Faktor von li^x in dem Äusdraok für y,t , Telcber 
mit gi(z, r,) übereins^mt, unterscheidet sich nur durch 
einen konstanten Faktor von y^i, wofern er nicht identisch 
verschwindet. Die Koeffizienten von loga; und (loga;)* im 
Ausdruck für y,'s gehören, da 

9iAr>) = für y = 0,l,...,r^-r^-l, 
giy{rg) = Q für v-O, 1, . . ., r^-rs-l 

ist, im allgemeinen zu den Exponenten r, bzw. r^ , sie 
können aber auch identisch versdiwinden. 

Wir können hiernach den Satz aussprechen; 

Wenn sich die einfachen Wurzeln fn »"j, **3, ■ ■ . 
der determinierenden Fundamentalgleichung mit 
den ganzzahligen positiven Differenzen r^ — r,, 
rj— r, ,... von keiner anderen Wurzel um ganze 
Zahlen nntersoheiden, so gehören zu den Exponen- 
ten r,^, r, , rg, .. . linear unabhängige Lösungen des 
Differentialsystems (B) von der Form 

'( Sil " ^'^ii(^) , 

worin die (p Potenzreihen von x sind. 

Daß alle <p lineare Verbindungen von 95,1, tpa, tpn, . . . 
sind, folgt auch aus dem Satze am Schluß von § 27. 

Die Wurzeln r^, r^ , Tg, . . ., welche die ganzzahligen 
positiven Differenzen Ty — r^, ^i — fg , ... bilden, sich aber 
von keiner anderen Wnrzel um ganze Zahlen unterscheiden, 
sollen jetzt bzw. die Vielfachheitsgrade k^, Aj , ^ , ... be- 
sitzen. Besitzt die Determinante f(r) Aj einfache Elementar- 
teiler r — Ti ,' Xj einfache Elementarteiler r — r, , . . . , so 
haben, wie sich ähnlich wie oben ergibt, A^ Lösungen die 
Form von yni h Lösungen die Form von ya usw. In 
betrefT des Falles, daß den Wurzeln r^,r^,rg, ... mehr- 
fache Elementarteiler entsprechen, sei auf Math, Ann., Bd. 38, 
S. 404 ff. verwiesen *). 



(29) 



"0 In S 34 ist das Resultat fflr eine lineare Differential- 
gleichung nter Ordnung kurz angegeben. 
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In allen Fälleo lassen sich vermittels algebraisclier 
Beohenoperationen n linear unabhängige Lösungen des 
DifFerentdalsystemB (B), die sich an der singulSren Stelle 
x^O bestimmt verhalten, so bilden, daß jede Lösung m 
einer der Wurzeln r, , . . . , r„ der determinierenden Fmidar- 
mentalgleiclinng gehört. Die Stelle x = ist also eine 
singulare Stelle der Bestimmtheit für das System (B). 
Übngens ist (B) nicht das allgemeinste System linearer 
Differentialgleichungen, welches x = zur singulären Stelle 
der Bestimmtheit hat*). 

§ 33. Die lineare Differentialgleichiii^ nter Ordnong 
mit einer singnlKren Stelle der Bestimmtheit. 

Das am Ende von § 29 angesclmebene System linearer 
Differentialgleichimgen (10), auf welches die lineare Differeo- 
tifllgleichung nter Ordnung (A) zurückgeführt wurde, hat 
die determinierende Fundamentalgleichung f{r) ■« , wo 



-fM- 



l-r, 



!P.(0), -$.,,(0), -%.,m, ■■'■, i.-l-r-ft(0) 
oder 

(30) /(r) = r(r-l)...(r-n-|-l) 

+ r(r-l)...(r-» + 2)5ßi(0) + .. + r¥«-i(0) + ?.(0) 
ist. Die Gldchot^ nteu Grades 

(31) /(r)=0 

heißt nach Fuobs die zur singulären Stelle x = ge- 
hörige determinierende Fundamentalgleichung 
(^determinierende Gleichung" nach Frobenius) der DifFeren- 
ttalgleichnng (A). 

I8tr = r|) eine /i-fache Wurzel der Gleichung /"(*") = 0, 
BO ist (r — r^Y ein /t-facher Elementarteiler der Deter- 
minante f{r). Denn streicht man in dieser Determinante 



•) Vgl. 8»uv»ge, a. a. O.; Hörn, Math. Ann., Bd. 40; 
BchleBinger, Grelles Joum., Bd. 128. 

,.,:„.., .A.OOgIC 
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die erste Kolonne and die nte Zeile, so bleibt die Deter- 
minante (n — l)teo Grades 

1 
1-r, 1 

2-r, 1 



übric;, weldie den Wert 1 hat Da die Detenmnante f{r) 
dnrtä (r — rgy* teilbar ist, aber niobt sämtliche ünterdeter- 
minaoten (n — l)teD Grades für r = r^ verschwinden, so hat 
/(r) den ElemeDtarteiler (r — r^y . Während bei dem in 
§§30 — 32 bebandelten aIIgemeinerenDiffeTentialS7Btem(B)eiDer 
mehrfachen Wurzel der Gleichung f{r) = mehrere Elementar- 
teiler der Determinante /(r) von geringerer Vielfacbheit ent- 
sprechen konnten, gehört jetzt zu jeder mehrfachen Wurzel 
&I1 einziger Elementarteiler von derselben Vielfacbheit. 

Hiemach können wir die in §§ 31 and 32 aufgestellten 
Sätze Gber das DifFerentialsystem (B) auf die lineare Dif- 
ferentialgleichung nter Ordnung (Ä) fibertragen, 

Hatdie determinierendeFund(unentalgleichung(31) lauter 
einfache Wurzeln r^, .. .,»-„, z-wiechen welchen keine ganz- 
zahlige Differenz besteht, so besitzt die Differentialgleichung (A) 
ein Fundamentalsyetem von » Lösungen von der Form 
(32) ift^xr<tp,{x) (i = l,...,»), 

■wo ipi{x) eine Potenzreihe von x darstellt, welche för a; = 
nit^t verschwindet. 

Einer /^-fachen Wurzel r^ der determinierenden 
Fmidamentalgleicbang, neben welcher keine Wurz^ ''o + ** 
(v <= 1 , 2 , . . . ) vorhanden ist, entsprechen /i linear nnab- 
hfingige Lösungen von der Form 

-afo[<p,{a;) + 9P,(rc)log«], 

= afyaix) + 2ipj{x)logx + fi(a:)(loga;)*] , 



(33) 



+ (ji-l)^<p^.i{x)(logx)' + ... +9'i(a:)(log3;y-i], 



■A.OcIi^lC 



(34) 
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■worin »pi{z), . . ., <pp{x) PotenzreOieQ von x aind und 931(0) 
von Knil verecMeden ist, bo daß die Iiogaritbmen nicht 
fort&Uen können. 

Hat die determinierende Fundamentalgleichone die 
einfachen Wurzeln r^, r,, r^, ... und aind die Diffe- 
reneen r^— r, , r^ — rg, ... ganze positive Zahlen, 
ist aber keine weitere Wurzel vorbanden, welche eine der 
ang^ebenen um eine ganze positive Zahl übertrifft, so sind 
Lösiingen von folgender Form voriianden: 

{ yi = x'^Viix) , 

j )/, - af'(p,ix) + af'ip,iix)logx , 

I »e = ^'Vsi'') + af'yei(a:)l«^« + af'9)„{a:)(logar)» , 

wo die 9> Potenzreihen von x sind; ^(0), 97j(0), ^^(0), . . . 
mnd von Null verschieden. Ein Fortfallen der Lt^uithmen 
ist hier nicht ausgeschlossen. 

In allen Fällen reicht der Konvergenzbezirk der Poteoz- 
reiben ip mindestens bis zu dem der Stelle ^ = nächst- 
gelegenen singulären Punkte der Differentialgleichung (A). 

Im nfichsten Para^aphen werden die aiu;egebeneu 
Reihen direkt aus der JDifferentialgleicliung (A) hergeleitet 
nnd auch der bisher nicht berücksichtigte Fall ganzzabliger 
Differenzen zwischen mehrfachen Wurzeln der Gleichung 
/■(r) = kurz behandelt. 

In allen Fällen gehört zu jeder der » Wurzeln r[ , . . . , r« 
der determinierenden Fundamentalgleichung ein Element eines 
FnndamentalsTstems, welohes sich anderStellex—0 bestimmt 
verhSlt. Die Differentialgleichung (A) hat also die 
Stelle x = zur singulären Stelle der Bestimmtheit. 

§ 34. Direkt« Herleitnng der Beihen 
ans der Differentialgleiehimg nt«r Ordnung. 

Der DifTereatialgleichung (A) geben wir jetzt die Gestalt 



w 



«.<')"'S-+'''W^- 
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^oix), ^i{x), . . ., ^„(x) veriialten sich in der Umgebung 
der Stelle x==0 regidär, und ^„(O) ist von Null Ter8(£ieden. 
Die linke Seite der DiSerentialgleichuDg (Ä') bezeichnen wir 
mit D(y). 

Wir suchen die DifferentialgleichnDg (A') durch eine 
Beihe von der Form 

(35) y = gix,r)=af(ßo + g^x + g^x^ + . . .) ^ ^g^af*- 

za befriedigen. Wir rechnen zunScfast das Besultat der 
Einsetzung dieser Reihe in den Differentialaasdraok i>(y) 
aas. Es ist 

Setst maa 

D{af)=.arf{x,r), 
Bo ist 

/■(»,r)-r(r-l)...(r-« + l)!|ä.(«) 

+ r(f-l)...(r-« + 2)i|J,(a.)+...+ri|J..,(l) + ^.W 



(36) 



-Zf'fr)'' 



eine Fotenzreihe von x und 

( /.W - rtr) _ r(r - 1) . . . (r - » + 1)?R,(0) 
(37) I +r(r-l)...(r-n + 2)S|S,(0) + ... 

l +>-¥.-i(0) + ?.(0) 

eine nuue rationale Funktion »ten Grades von r, in weldier 
der Koeffizient ^o(0) ^<*° ** ^^n Nnll verscliieden ist Es 
ist liiemach 

Dbl!", >•)] - ^9."*'^", >■ + >■) 
- ^J,i>^" [/■(•■ + ») + a:/,(r + ») + «V,(<- + ») + .. .] 
_ 2' «■+'(».«•• + •■) + !/..,/;(r + r-l)+... 
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Dmdi NnDaelsen der Koeffinoiteii von ar, a?*^, :e'*', . . . 
le*', . . . tASt tarn die Gleicbuigai 



(38) 



».«>■ + r) + »,-.r.(r + r - 1) + . . . + !I,/-..,(r + 1) 



«eldie erf6]]t sein möwen, wenn tf = g{x, r) eine Löeong 
der Differentialgleidiane (A") sein soll. 

BoU jr(2, r) irirklu^li zom Exponenten r getiören, so 
nnifi ^ TOD KdH Tersdiieden and snfolge der ersten 
Oleicbing (38) 

(39) m-o 

sdn; d b. r maß der znr Bingaläreii Stelle a; = gehörigen 
determiniemidea FimdameDtBlgieichanggeDngeii. Hat diese 
GlachnDg die Wurzel r, abw keine Wurzel r + r (r = 1 , 
2, •..), BO Nod^ nachdem man for j^g einen von Null Ter- 
sdü^leDen Wert willkärljch angenommen hat^ Si, 9t' ■ ■ -y 
g,, ... dmvh die Gleichmigen (38) vollatändig bestimmt 

um auch den Fall zu b^undeb, daß die determinieroide 
Fnndamentalgleichiine (39) mehrfache Wnraeln oder Wuraeln 
mit ganzzahligen Differenzen besitzt*), lassen wir die erste 
der ffleichnogen (38) vorläufig außer Betracht Wir lassen r 
anbestimmt, w8hlen für go eine beliebige Funktion von r und 
berechnen g^, gt, '"> 9vt ••• ^ Funktionen vwi r aus 
der 2. , 3. , . . . , (» + l)ten, . . . Gleichung (38): 

<**** ^'=/(r+l)...nr + v)' 

wo fl,(r) eine ganze rationale Funktion von r daratdlt 



•1 Das im folwmden dargeateUte Verfebren zur BMeohnjing 
der Integrale rührt von Probenius (Crellea Journal, Bd. 76) her. 
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Die BO bestämmte Reihe (35) genügt zwar nicht der 
Differeatialgleicbai^ (Ä'), wohl aber der I^erentialgleichnng 

(41) D{i,)~~g,{r)f{r)af. 

Wie in § 30 verstehen wir unter n eine ganze positive 
Zahl, welche mindeBtens gleich der größten ganzzahligea 
Differenz ist, welche zwischen den Wurzeln r^ , . . . , r« der 
detenninierenden Fundamentalgleichuitg beet^t Wir be- 
schrSnken r wieder auf das aus kleinen Uiii|;ebnngen der 
Stelleu ri, . . ., r„ bestehende Gebiet 9t . ^nn wir jetzt 

J.M - rt-- + 1) ■••/('■+ n) -SM 

setzen, wo g(r) fär keinen der Werte r^, ■■•,**„ verschwindet, 
so sind sämtliche grif) im Gebiet SU endlich. 

Die so bereobneten jReihen (35) sind gleichmäßig kon- 
vergent, wenn \x\ hinreichend klein ist und r dem Gebiete 91 
angehört (vgl. § 30). 

Im folgenden beschränken wir uns auf die Angabe 
der Resultate, die für die DifferentialgleichuDg (AS) ähnlich 
faeigeleitet werden wie in §§ 30 — 32 für das Differential- 
sjstem (B). 

Sind die » Wnrzeln r^, . . ., r^ der determinieren- 
den Fundamentalgieichung einfach und bestehen 
zwischen denselben keine ganzzahligen Differenzen, 
so besitzt die Differentialgleichung (A') die zu den Ex- 
ponenten r^ , . . . , r^ gehörigen n Lösungen 

(42) !(,-»,(>:, rO (i-1,. ..,»). 



Einer ^-fachen Wurzel r = r^ 
daneben keine Wurzel r« + v (v = 1 , 
ist, die /* Lösungen 


entsprechen, wenn 




i/i=9(x,rt,), 




(43) 


-(%^L/ 






-=(^^l' 




Hörn, QewalmUc 




11 ,.,..,1. 



(..ocn^lc 
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Es seieii jetzt fi, r^, r^, . . . einfache Wurzeln der 
Gleichung ^r) = von soldier Beschaffenheit, daß die 
Differenzen fi — r, , rj — r^, . .^anze positive Zahlen 
sind, es sei aber keine weitere Wurzel vorhanden, welche 
eine der Chrößen r^ , r, , r^, ... um eine ganze positive 
Zahl flbertiifil. Dann gehören zu den Exponenten r^ , r, , 
r, , . . . die LSsnngen : 



(41) 



»l-St».'!). 



er 



ie^g^\ 



Schließlichbabe diedeterminierende FundamentalgleicfanDg 
die /ij-fache Wurzel r^, die ju,-fache Wurzel r,, die 
/i,-faohe Wurzel r^ usw. Wie vorhin seien die Diffe- 
renzen ri—r^, »"i — fg, - ■ ■ ganze positive Zahlen 
mit ÄUBScJüuB der Ntdl, und es sei keine weitere Wtuvel 
Vorhaaden, welche eine der angegebenen um eine ganze 

r*tive Zahl übertrifüL Dann gehören zum Exponenten r^ 
fi, LöBuugea 






l. 



(M-0,1, 



.ft-1), 



zam Exponent«! r, die /i, Lösungen 
I Si'si(x,rf \ 



\ Sr' 



(/'-ft.A + li---./»i+ft-l). 



zum Exponenten r, die ^ LSsongen 






(w = rt + ^»;^ + /^ + ii ■■■./*i + rt + /^ — 1) 



A.ocli^ic 
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§ 35. Log:aTitliineiifrele Integrale. 

Es aeien r^, r^, r^, ... eiofache Wiirzeln der deter- 
minierenden FundanientälgIeiohang/'(r) — der linearen Diffe- 
rentialgleichung (A*) ; die Differenzen r^ — ''i > »"i — »"g > ■ ■ ■ 
Beiea ganze positive Zahlen, und es weiche keine weitere 
Wurzel von den angegebenen um ganze Zahlen ab. Wir 
suchen die Bedingungen dafür auf, daß die zu den Ex- 
ponenten r^ , r^ , Tg , ... g^5rigen Integrale t/i, }/tt !ftt ■ ■ ■ 
sämtlich von Logarithmen frei sind. In betreff der Berech- 
nung dieser Integrale sei auf § 34 verwiesen, sowie auf 
§ 32, wo die entsprechenden Bechnui^n für du System (B) 
durchgeführt wurden. Wir haben die Wurzeln r^ , r, , r^ , . . . 
als einfadi vorausgesetzt, weil zu einer mehrfachen Wurzel 
notwendig mit Lc^:aritbuien behaftete Integrale gehören. 

Da die zum Exponenten r^ gehörige Lösung 

?! = 9(.^> n) — «''^ff.(ri)ar 
keinen Logarithmus enthiUt, so beginnen wir mit 



% = 



(%^), 



- af. 2;5i('-i)«' + af. T5,(r,)a!" . log« . 

Damit der Logarithmus aus y^ for^illt, mnfi 

9AU) = (»■ = 0,1,2,...) 

seüi. Nun ist aber stets (vgL g 32) 

9<,irt) = gAr,) =Pr.-r,-i{»-,)-0. 

Ist auch 

?r.-,.(r,)=0, 
SO ist 

grir») = o (»■ >*■!-'■.) • 

Denn aus der Bekursionsformel (38) 
9r{r)f{r + v) + 9r-i{r)ft{r + v-l) + ... + 9,{r)f,(r) = 
folgt, daß, wenn g^{r), g^_{r), ..., ?,-i(r) für r — rj veiv 
schwinden, auch ^,(r) für r = r^ verschwindet, vorausgesetzt, 
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daß /■(»■ + r) fOr r — r, nicht Null ist; nun ist aber /"(r, + »■) 
für V > *", — r, steta von Null verBcbieden. 
Soll auch 

- "'S/'l'') *" + 2 »"^»''('•■) «• • log« 

fi«i TOD Logarithmen sein, so miiä 

J-W-O, s;(r,)-0 (v-0,1,2,...), 

d. h. es miiä für jeden "Wert von v p,(r) durch (r — rg)* 
teilbar (gleich dem Produkt aus (i — r^)* und einer för 
r = rg regulären Funktion) sein. Nun ist aber 

9.{r,)^0 (v-0,l,...,r,-rs-l), 

gr;(ra) = (v — 0, 1 , . . . , fj — r, - 1) . 

Wenn j^ i^)> 9ii^)t ■ • • > 9r~i (»■) durch (r — r,)* teilbar sind, 
BO ist nach der vorhin benutzten Bekursionsformel auch j7r(r) 
durch (r — r^)* teilbar, vorausgesetzt, daß /"(r + v) nicht ver- 
scliwindet. Die Größen fli>(»"), iri{r), ..., jjr,_r,_i(r) sind 
von selbst durch (r — rg)' teilbar; ist auch gr,.T,{r) durch 
(r — rj)* teilbar, so ^t dasselbe für 9r,-r,+i{r),- ■ ■ ■ , 
ffr,-r,+i(»-), da /"(rj+r) für » = r,— rg + 1, ..., n — r, — 1 
nicht verschwindet. Ist weiter jir.-r.W durch (r — r^)' teil- 
bar, so gilt das deiche für alle 9r(f) , deren Index v größer 
als ri — r, ist, as für solche Werte von v f{r^ + v) stet« 
von Null verschieden ist 

Die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafür, daß sämtliche zu den Wurzeln 
*'i> **iJ ''s» ■•■ gehörigen Integrale der Differential- 
gleicbnng (A^ von Jjogarithmen frei sind, sind 
demnach: 

(«) lsr,-,>.)-0; 9;,-,.(r,)-0, «-„-„(r.) - i 
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§ 36. Au&errresentlicli sin^lSre Stellen. 

Es kaon der Fall eintreten, daB sich sämtliche 
Int^rale der DiffereDtialgleichung (A) an der singulären 
Stelle x = regulär verhalten (nach ganzen positiven 
Potenzen von x entwickelbar sind). Dazu ist notwendig 
und hinreichend , daß die za x—O gehörige determi- 
niereode FundamentalgleichuDg fir) = laater einfache posi- 
tive ganzeahlige Wnrzehi besitzt (von denen eine gleich Null 
sein kann) und daß sämtliche Integrale von Ix^iarithmen 
frei sind. 

Bilden ^^ , . . . , y„ ein in der Umgebung der singu- 
lären Stelle x = reguläres Fundamentusystem der Dine- 
rentialgleiohang (A), so verhält sich an der Stelle x = 
sowohl die Determinante dieses Fundamentalsystema 



ft 



regulär, als auch die Determinante J^ , welche ans J dadurch 
hervorgeht, daß man die Elemente der ften Kolonne 

dar-* ' '" ' dar-* 



dar ' 
ersetzt. Nach § 11 ist aber 



(i = l, 



■.•»); 



da d; — eine singulare Stelle der Differentialgleichung (A) 
sein soll, so muß mindestens einer dieser » Ausdrücke fOr 
x — unendlich werden ; dies ist nur möglich, wenn die 
Determinante J iAr x~0 verschwindet 
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Das Yerscbwinden der Determinante J ist also die 
ürsaclie daffir, daß x = eine Hinguläre Stelle der Koeffi- 
zienten der DifiFerentialgleichiuig ist, obwohl sich sämtliche 
Integrale an dieser St^e regulär verhalten. Eine derartige 
Bing^üäre Stelle möge als auäerwesentlich singulare 
Stelle der Differentialgleichung bezeichnet werden *). 



§ 37. Diffsrentiidgleiehiiiigeii der FaehsKlieii Klaaie. 

Die Eoe^ienten der linearen Differentialgleichung 

seien eindentüe Funktionen von x, welche im Endlichen q 

singoläre Stellen % , , dg besitzen. Die DifTerential- 

gleiohong hat dann außer den q singulären Stellen x = ai 
(i = 1 , . . . , £i) im allgemeinen noch die singulSxe Stelle 
X = 00, 

Wenn die sämtlichen ß+1 singulären Stellen 
Ol, ..., Og, 00 Stellen der Bestimmtheit sind, so 
sagt man, die Differentialgleichung gehöre zur 
FuchsBchen Klasse. Wir suchen die SbUgemeine Form 
der Koeffizienten einer DitFerentialgleichai^ der Fuohs- 
Bchen Klasse auf. 

In der Umgebung der Stelle x = ai (i = 1 , . . . , q) 
ist nach § 29 



(47) 



^ X — üi ' ' {x — o,)' ' 



Pn 



<n{X - 



(a; - O,)« 



WO sich Sß,i , 5ß,j , . . . , ^(n in der Umgebung von x = ai 
r^;ulär verhalten. Setzt man 

(48) yt = {X - ai)ix - Ot) . . .{x - ag) , 



*) Fuchs, Grelles Journ., Bd. 68. ~ Eine Stelle, 
steh die Integrale wirklieh singuUr verhalten, heifit e 
lieh aingulSre Stelle dar Differentialgleichung. 



.A.(X")i^lC 



{ 87. I>Uto«iitiftl|^<!l»ii)geB der FuohMcben K1*sm. 167 



-^1 > -^1 • - ■ • ) -^H BiDd Funktionen von x , welche sich im 
Südlichen überall regnlär verhalten, alao ganze (rationale 
oder transzendent«) FuoktioneD von x . Ea migt Bich noch, 
wie die Fcmktionen Fi, . . . , Fn beschaffen sein mfiBsen, 
damit auch x = ao eine Stelle der Bestimmtheit ist 
Führt man 



als unabhängige VerSoderliche ein, so entsteht eine Diffe- 
rentialgleiohung mit der Stelle der Bestimmtheit { = , 
also nach § 29 eine Differentialgleichung von der Form 

worin $i(|), ..., $11 (f) Potenzreihen vcm { sind. Diese 
Differentialgleichung gebt, wenn man 





-^. 






-s+^«f. 




* dP 


--S-— s- 


--If 


BW. Betet, über in 






•*■&)+«![ 


-!P.-,(i) + 2U.., 


©-•1 


-'S 


[..-.(1)....].. 


..±-0 = 
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oder 



-+• 



+ -?.-.(i)lf+^-a)'-«. 



Die Botwendige nud liinreicliende Bediagimg dafär, daß 
X -= CO eine Stelle der Bestimmtheit fOr die Differential- 
gleichuDg (46) ist, besteht also darin, daß 



p^-~n 



(60) 



Demnach ist, wenn die Differentialgleichnng (46) der 
Fuohasohen Klasse angehört, in der Umgebung von x — oa 



-^-^=M^ <- 



also 



oder 



Jl(a:)-.a:»te-«D»ffl, 

wo 0*(— I eine Potenzreihe von — darstellt Demnach ist 

Fi,(x) eine ganze rationale Funktion von x, deren Grad 
nicht größer als h(Q — 1) ist 

I^Dgekehrt vmialten sich die Integrale einer linearen 
Differentialgleichung von der gefundenen Gestalt tn der 
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UmgebiiDg jeder der BingulSren Stellen Oi , . . . , a^, oe 
bestiminL 

Wir haben also den Satz: 

Damit eine lineare Differentialgleichung 
fiter Ordnung (46) mit den q eingnlären Stellen 
a, , . . ., a^ im Endlichen der Fuchs sehen Klasse 
angehört, ist notwendig und hinreichend, daß 
sie die Form 

besitzt, worin 

V = (a;-a,)...(a:-Oj) 

nnd JFj,(x) eine ganse rational« Funktion von x 
ist, deren Grad die Zahl h{g — 1) nicht fibersteigt. 
Bemerkung. In der Umgebung der singulären Stelle 
X = ai schreibt sich die Gleichung (C) 

d"y 1 F,(x) (f-'y ^jj. 

äaf X — Oi y){x) dsf-^ " ' ' 



ist die zugehörige determinierende Fundamentalgleichung 
r(r-l)...(r-» + l) + ^^r(r-l)...(r-« + 2)+... = 
oder 

bezeichnet man ihre Wurzeln mit r^, ■ ■ ■ , f,n, so ist 
r„+... + r, g -j^^. 



In der Umgebung von x <= oo schreiben wir die Gteichong (C) 

..:s.....GooqIc 



d'y 1 iC.Fi(g)d"-'y 
diB» "^ « yfir) da?--! "•■ * 
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aus der PwtialbrachzerleguDg 

Fi{x)_yi Fj(ai) 1 
\//{x) .^ v'("') ^ — ö< 
folgt 

die Wurzeln r^ , . . . , r« der detenDinierenden Fundament*!- 
gleichnng*) 

»■(r+l)...(r+»-l)-^^^»-{r+l)...{r + «-2)+...= 

oder 

.■ + ^-. /"("-') -VJIwU...-o 



haben die Samme 

_ «I 

2 ■^^ !/(«.) ■ 

^(r„ + ... + r„) + (r, +... + r.)-te-l)- 



,.+...+,.=_n(2_ZÜ+2'fi^ 
ÄIbo ist 

«(» - 1) 



*) Die zur singularen Stelle der BeBtimmtheit x = oo ge> 
hCrige determinierende Fundamentalgleichung der Differentül- 
gleicnuDg 

r(r + l)...(r + M-l)-r(r + l)...(r + n-2)f,(0) + ... 

+ {-l)-*„(0) = 0; 

sie ergibt sich durch Einsetzen von yj= ggX-'- -\- . . . in die Diffe- 
rentialgleichung und Nulbetzen des KoerBzienten von gt^r'. 
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§ 38. Das Verhalten der Inte^ale einer Differential- 
gleichvn; der Fnelisaeheii Klasse in der ganzen Ebene. 

Wir betrachten wieder eine lineare Differential- 
gleichung der Fucbsschen Klasse mit den singulüren 
Stellen 

«1» •■■> «ej ■»■ 
Auf die etwa vorhand«ien außerwesentlich Bingulären Stellen 
(§ 36) braucht im folgenden k^e Rücksicht genommen zu 
werden. 

Die zur singulären Stelle a,- {t = 1 , . . . , ß) gehörige 
determinieretide Fundamentalgleichung habe die WuizeTn 
Tfi, . . ., f,„, wShrend r, , . . . , r« die Wurzeln der zu 3; = oo 
g^Srigen determinierenden Fundamentalgleichung sein 
m^n. um uns bequem ausdrücken zu können, schließen 
wir den Fall verschwindender und ganzzahliger Differenzen 
zwischen den Wurzeln einer determinierenden Fundamental- 
gleiobting aus; man siebt leicht, wie die folgenden Be- 
trachtungen abzuändern sind, wenn dieser Fall eintritt. 

Wir kennen in der Umgebung der singulären 
Stelle Oi {i = l, . .., q) ein Fnndamentalsystem 

(51)y,i — (^ — a*y"?'n(«—a(), ...,?(, = {a: — *y*-y(„{a; — a,), 

in der Umgebung der singulären Stelle oo ein Fun- 
damentalsystem 

<-' -©--a) -&)v(i). 

die Potenzreiben tpn, .. ., <pi„ von a: ~ a, konvergieren 
sicher im Innern ©^ des um den Punkt t^ beschriebenen 
Kreises, dessen Peripherie durch den dem Punkte a, nächgt- 
gelegeuen singulären Punkt geht; die Poteuzreihen 93^ , . . . , 9;^ 

von — konver^eren sicher in dem Gebiete ® außerhalb 

eines am den Nullpunkt beschriebenen Kreises, welcher die 
sämtlichen singulären Stellen Oj , . . . , a^ in seinem Innern 
oder auf seiner Peri^erie enthält. Die Exponenten 
***i > ■ ■ • 1 ♦**« ; r, , . . . , »"h , sowie die Koeffizienten sämtlicher 
Potenzreihen tpn <piHi fi > ■ ■ ■ > Vn lassen sich aus den 
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KoefBzientea der Differentialglflicliuiig (C) auf alge- 
braieobem Wege bereobnen. 

Das Fandamentalsystem y<i , . . . , ym ei^brt bei einem 
positiveD Umlauf um die singulare Stelle Oi die Substitu- 
tion Ü,: 

(53) y.i-e»'''"'^-yn, -.., Vin = e^^'i-V^ ■ y,„ , 

während das Fundamentalsystem y^, . . . , i/„ bei einem posi- 
üven Umlauf um die singulare Stelle oo (d b. bei emem 
negativen Umlauf nm die sämtlichen im Enditcben gelegenen 
singolSren Stellen Oi, . . ., a^) die Substitution Q : 

(54) y.-fi»"'»^-?., ..., S'« = e»"-'^.y- 

erleidet 

Wir wollen den Zusammenbaag zwischen irgend 
zweien unserer g +t Fondameatalsysteme feststellea. 
Wir verstehen unter Of und a^ zwei der singulären Stellen 
Ol, . . . , Og-, die folgende Betrachtung bleibt übrigens be- 
stehen, wenn o,- oder at der unendlich ferne Punkt ist. 
Wir verbinden die Punkte a^ und ai durch einen bestimm- 
ten Weg (Oifitjt welcher durch keinen anderen singulären 
Punkt Mndurchgeht, und denken uns dag in der Umgebung 
von a{ dat^Btellte Fundamentalsyatem yn, . . . , y^» längs 
dieses Weges in die Umgebung von a^ fortsetzt Zwischen 
dem so fortgesetzten Fundamentalsystem yn, ..., yin nad 
dem Fundamentaleystem yti, ■• ., ytn besteht die Beziehung 

iyn — Ciiy*i + ■ ■ ■ + ciH?*» , 

yiH — Cnijfti + . . ■ + «»«yt« . 

wo e^i , . . . , c„H Konstante sind. Wir bezeichnen die durch 
die Gleichungen (S5) dargestellte lineare Sabstitution Sn 
als die zu dem Wege (a^Ot) gehörige Übergangs- 
Substitution. 

Wenn die Gebiete @< and @tr in welchen die beiden 
Fundamentals^steme zunächst dai^estellt sind, ein Fl&oben- 
Blück @(t gemeinsam haben, läßt sich die der Yerbindungs- 
geraden (ayOt) entsprechende Übeigangssubstitntion Sa wie 
folgt berechnen. 
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Indem man die Ate Gleichung (55) wiederholt nach x 
differenldiert^ erhalt man die » Gleichungen. 



»(. -1.1».. +■■ 


. + «««?.», 


iyi. , dy„ 


■•-..^. 


d- 'y,. , d'-'y„ 


+-'-V./^-', 


ans welchen sich 




fim f » ■ ^'^*^ J'*'^- 


,y*«.y*,^i-i. ■....¥*«) 


•°'" "•' -ito. 


,..■,»-) 


(»,^-1 


,.-■,») 


ergibt; dahei ist 








rf|/ii (^'•-•»/ii 




Pn> 


da; ' '■■' ds^-^ 


^(srn, ■•.,»..)- 












y»«. 


dl/in d"->yt„ 
da; ' ■ ■ ■' daf-^ 


nnd Al3h, yt.i-t,yt.,y 

minante, welche aus J(tfn, . . 
die Zeile 


,ß+i, ■■■,Sni) ist die 
, f/^n) hervo^ht, wen 


»"■ '^' ■ 


' djf-^ 


durch 






c ' 





ersetzt. Da Caß von a; unabhängig ist, so kann man in (56). 
für X einen beliebigen dem Flächenetück (^^ angehörigen 
Wert einsetzen. Liegt der Punkt an auf der Begrenzung 
des Gebietes ®, , so ist es unter Umständen zweckmäßig, 
zur Berechnung von c^f in (56) für x den Wert «i zu. 



,n*). 



■) Tgl. Schlesinger, Handbuch, Bd. I, S. U7— 456. 
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Wenn die Giebiete &/ uad @t kein FläclieiiBtüok ge- 
mein haben, so kann mui die Übergan^substitation 8/k on- 
durch finden, d&ß man zwischen <$( und ®t eine Reihe von 
Gebieten @,- , @r > • - ■ so einsdialtet, daß je zwei aofein- 
ander folgende Gebiete &/, ®f, ®i- t ■_- • i ^ ^ Flächen- 
Stück gemein haben. So wird die Ubei^angssubstitution 
Sit aus Sif, Se^r, ■ ■ • zusammengesetzt. 

Wir betrachten jetzt ein bestimmteB unserer ^ + 1 Fun- 
dantentalsysteme, z. B. das in der Umgebung der singnläien 
Stelle :r = tx> dargestellte FundamentalByBtem 

?!» ■■■>!/»■, 

wir suciien die Substitutionen, welche dieses FondamentaJ- 
syatem erführt, wenn die Veränderliche x irgend welche ge- 
schlossenen Wege durchläuft Wir betrachten q geschloasene 
W^e, deren jeder einen der aingnlären Funkte % , . . . , a^ 
umwindet; die e Substitutionen, -welche unser Fnndamental- 
system yi , ■ • ■ , y« auf diesen q Wegen erleidet, bilden ein 
System von Fundamentalsubstitutionen. Die einem 
beliebigen geschlossenen Wege entsprechende Substitution 
läßt sich aus den q FundamentalsnbBtitutäonen zusammen- 
setzen. 

Ein solches System von Fuodamentalsnbfltitutionen 
läßt sich folgendermaßen bilden. Wir verbinden den Punkt 
X'-oe mit den Punkten a^, . . . , a^ durch W^ Z,, . ..,lg, 
welchen die Übeigangssubstitutionen Si, . . . , Sg eatepreoheB 
mögen, so daß 

(l/i, ■ . .. !/-)-Ä(yn, - . ., W (i-1, . . ., n) 

ist Dann ist 



die Substitution, welche yi , . . . , y„ bei einem Umlauf am 
die singulare Stelle Oi erfährt Die q Substitutionen 

stellen ein System von Fundamentalsubstitutionen du. 

Ein negativer Umlauf um x = oo ist gleichbedeutend 
mit einem positiven Umlaufe am die sämtlichen endfichen 
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aiiurnl&reD Stellen «4 , . . . , a, . Unser Fundamentalsyetem 
bleu>t also unoieäiidert (erleidet die identisctie Substitutioa 1), 
wenn nuui naooeinandcr die Bmgalmen Stellen 00, a^, . . ., a^ 
im pOBitiven Sinne umkreist; es ist also 

Diese Relation zerffillt in »> Gleiohnngen, cU eine lineu« 
Snbstitation von » Elementen durch n* Koeffizienten be- 
stimmt ist. Für eine DifFereatialgleichiuiK der Fnchssohen 
Klasse sind Ü^, . . . , Q., Q bekannt; kennt man ^ — 1 
Ubergangssubstitutionen S^, . . . , Sg-i, so hat man n* Glei- 
chungen, welchen die n' Koeffizienten der ^ten Übeifiangs- 
Bubatituüon Sg genügen mSssen. 

unter der Gruppe einer linearen Differential- 

tleichung*) versteht man die Gesamtheit derjenigen linearen 
abstittttionen, welohe ein FundamentalsTStem y^, ■■■,!/% 
erleidet, wenn die unabhängige VeriaderÜche x alle mSg- 
liohen geschlossenen Umläufe ausführt. Die Omppe der 
DäfferentLalgletohuDg (C) läßt sich, wenn wir wie oben, von 
dem Fundamentalsjstem (52) aoBgehen, aus den q Fnnda- 
mentalsubsUtutionen 2^, ..., Sg zusammensetzen; denn 
jeder geschlossene Weg läßt sich auf eine Anzahl nach- 
einander zu durchlaufender geschlossener W^ zurückführen, 
deren jeder nur eine einzige der singnlären Stellen %, ..., Og 
einschUeßt. Geht man von dem Fondamentalsystem y^ , ■ ■ ■ > J/h 
vermittelB der linearen Substitution T zu einem anderen 
Fundamentals^stem 8^, . . ., e» über, so erfährt die Gruppe 
die folgende Ändemng. Auf einem geschloeeeneu Wege, 
auf welchem das Fundamentalsystem y^, . . . , y^ die Sub- 
atitulioo iS erfShrt, erleidet das neue Fundamentalsystem 
j^i , . . ■ , ;^ die Substitiition 

es wird also jede Substitution S der Gruppe venmttds der 
Substitution T transformiert (§ 15). 



*) Über den üotuvehied zwischen C^ppe (Honodromie- 
gruppe) und Tranaformationsgruppe nuttonahütflgruppe) siehs 
Schlesinger, Handbuch, Bd. II, 9. Absohniti 
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§ 39. Beispiele. 

Beiepiel 1. Die Gaußsche Differential- 
gleichung**) 

hat die singulären Stellen der Beetimmtlieit 

0, 1, oc 
mit den E^zponenten 

0,1 — y; 0,y~oi — ß; x, ß. 
Wir nehmen an, daß y , y ~ a —- ß, et — ß keine ganzen 
Zahlen sind. Die Lit^;rale lassen sich vennittels der 
bypergeometriachen Reihe 

darstellen, welche für |x| < 1 konvergiert. In der Um- 
frebung der aingulären Stellen 0, 1 , oo haben wir bzw. di« 
Fundamentalaysteme 
F{x,ß,y,x), !c'-rF{it — r + l,ß — y + l, 2-^,a;); 
I Fi„,ß,<, + f + l-,,l-xj, 

\ [l-i:y--/F{r-ß,,-ix,r-x-ß+l,l-x); 



jF[ß,i + ß-r,i + ß-'',-j- 

Die ausgeschloseenen Ausnalimefälle sind von Schle- 
singer a. a. O. behandelt. Man sehe daselbst auch die 

**) Siese Differentialgleichung, welche in der Entwiokelun; 
der Theorie der linearen Differentialgleiobimgen eine wichtige 
Rolle geepielt hat, bt bei Schlesinger, 8. S., Kap, i eingehend 
behandelt. Wir können daher auf diese Darstellung verweisen, 
wo eich auch Literaturangafaen finden. Besondere hervorgehoben 
seien die Arbeiten von Oau£ (Werke, Bd. UI, S. 123ff., S. 207ff.), 
Kummer {Crellea Journal, Bd. 15), Kiemann (Werke, 2. Aufl., 
S. 6Tff.; Nachträge, S.69fF.}, Schwarz (Grelles Journal, Bd.T&).— 
Vgl Schlesinger, Handbuch. 
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BeBtimmang der FuDdamentalsnbstitatioDen sowie die late- 
gration der GaußBohen Difierentialgleichuiig durch beetimmte 
Integrale. 

Anfierdem sei auf die Behandltmg der hypergeometrischen 
Funktionen im 3. Band des Trait^ d'AaalTse von Fioard 
(Kap. 12 und 13) oder in den analytisch -fuQkläoneDdieor&- 
tischen Vorlesungen von Fricke (S. 384 — 419) verwiesen; 
daselbst viid die durch die Gleichung 

« ?^) 

(worin ff, , jr, zwei linear unabhängige Lösungen der GauS- 
sohen Differentialgleichungen darstellen) vermittelte konforme 
Abbildung behandelt, wobei sich ergibt, daß in gewissen 
Fällen x eine eindeutige Funktion von n ist 
Beispiel 2. Dk DiSerentialgleichimg 

ist ein Spezialfall der Ganfischen Bifierentialgleichung und 
zwar einer der im 1. Beispiel au^schloBsenen Auaiähme- 
fiÜIe, da jetzt 

ist. Den singulären Stellen der Bestämmtbeit , 1 , oo 
entsprechen die Exponenten 0,0;0,0;i,^. Man berechne 
die zugehörigen ^mtonischen Fundamentidsysteme. Dabei 
kann beachtet werden, daß die Differentialgleichnng un- 
geändert bleibt, wenn man x durch 1 — x ersetzt, und daß, 
wenn man 

selzt, zwischen 17 und f dieselbe Differentialgleichung besteht 
wie ewiscben y und x. 

Vgl. Schleeinger, S. 8., § 42, wo gezeigt ist, daß die 
Periodizitfitsmoduln des eUiptischen Int^rals erster Gattung 



ji(l-t*)il-xt>) 
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mit d«m Modul 'k-^'(x unserer DiSerentialgleichimg ge- 
nügen, die zuerst von Legendre aufgestellt wurde*). 

Beispiel 3. Die Legendrescbe Differential- 
gleichung "") 

in welcher » als ganze positive Zahl vorausgesetzt wird, hat 
die singulären Stellen der Bestimmtheit -{-\, — 1 , <xi . 

Die zur singulären Stelle x = 'x> (oder | = nach Vor- 
nahme der Substitution x ~ — ) gehörige determinierende 

Fundamentalgleichung hat die Wurzeln n -{- 1 und — n , 
welchen die Lösungen 

entsprechen. E^ ist 

_ l-3...(2.-l) f _ «(«-!) . 
'^'^''- 1-2...» r 2(2«-!)'' 
n(..-l)(..-2)(»-3) . 1 

■'■2-4-(2»-l)(2«-3) '••/ 

eine ganze ratiomile fWktion nten Gnides (Kugel- 
fanktion, Legendresches Polynom ***)), wähi«iid 

^"'^ 3.5...{2«-|-l)r ^ 2{2»-}-3) 

(«+l)(» + 2)(» + 3)(» + 4) 1 

"^ 2-4-{2»+3)(2« + 5) -r-"J 

eine für Ia:| > 1 konvergente Beihe ist (Kugelfunktion zweiter 
Art). Logarithmen tret«n also nicht auf. 

Die singulare Stelle x =\ hat die determinierende 
FundamentalgleichuDg r* = 0; die eine zugehörige Lösung 
ist die nach Potenzen von x—\ entwickelte FunHion P»(d;^ 
während die andere Lösung Logarithmen enthält 

*] Bs kann auch auf Fricke, AnalT^-funkt. Vorl., 8. 393 
— 395 verwiesen werden. 
") Vgl. § 11, Beisp. 2. 
***) Suitt Jfa wird auoh die Bezeichnung 2. gebraucht. 
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Die Gaufieche DiffereDtialgleichung geht, wenn man 
a = w+l, ß = —n , y = l 
Betet, in 

über; hierauB erhält man durch die Sabstitotton 
1-t 

' 2- 

die Legendresche Differentialgleidiang 

(i-'')-Jf-2'^ + »(» + i)y-o«). 

Die Theorie und die Anwendangen der Kugelfunktionen 
in der mathematischen Physik sind eingehend dargestellt in 
Heines Handbuch der Kugelfunktionen, 2.Anä., BerlinlS78 
und 1881. Daselbst sind auch die den Kugelfunktionen 
verwandten Funktionen (Zylinderfunktionen , Lama sehe 
Funktionen usw., vgl. Beispiel 4 und 5) behandelt **}. Eine 
kurze Behandlung der Kugel- nnd Zylmderfunktionen findet 
sidi im 2. Kapitel von Fricke, Anal.-funkt Vorl. 

Beispiel 4. Die Besselscbe Differentialglei- 
chung 

hat die singnlSre Stelle der Bestimmtheit x = mit der 
determimerenden Fundamentalgleichung r^ = 0. Sie besitzt 
die beiden linear unabhängigen I^ösungen 

dabei ist 

J,(x)=.l-^ + 



23 ^2». 4» 2».4*-6» 



•) VgL Schlesinger, S. S., §§ «, 45. 

**) In betreff der in der mftthematischen Physik vor- 
kommenden Funktionen, welche linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung genügen, vgl. auch Enzyklop&die der matbem. 
Wissenschaften, Bd. UA, S. 69Ö— 769. 
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(Besselscbe Funktion oder Zylinderfunktion erster 
Art vom Index 0) eine beBtändig konvei^nte Potenzreibe; 
aucb die in 

+ |T-2Kli<'+ti + 2..l!.6- " +* + «-■■■ 
(Besselecbe Funktion zweiter Art vom Index 0) entbaltene 
Poteuzreihe ist beständig konvergentu Unsere Differential- 
gleichung gebort ebensowenig wie die folgende allgemeinere 
der Fncbsscben Klasse an, da :r = öö eine Unbestinunt- 
bflitsstelle ist. 

Die Differentialgleicbung 

"^'0 + ^11 +'""-"■"-'>' 
welche für n = in die vorangehende Differentialgleichung 
übergebt, besitzt, wenn die positive Zahl » nicht ganz ist, 
die beiden linear Dnabbängigen Lösungen 

dabei ist 



l 2{2n + 2) ^2.4.(2«-l-2){2»-|-4) "'\ 
(Besselscbe Funktion erster Art vom Index n) für 
alle Werte von x konvergent Ist n eine ganze positive 
Zahl, so sind die beiden linear unabhängigen Lösungen 
vorbanden : 

J.W, r.(x). 

Für die Besselsche Funktion zweiter Art vom Index n 
ergibt sich die Entwicklung 

Y„(x) = J„(x)\ogx 
f 2"-*(« — 2)Ij;-"+« ar-' 1 

_ !:• -«ril vi (-l)'-'t..»-f- 
2»+'.»!^ V ■''^2-+>'.rI(« + r)!' 

1, -os.vGooqIc 



S 39. Beispide. 181 

wobei die Bezeichnung benutzt ist: 

*■ ■ "^ ( 27 + 2(n + rt) "^ 2V 

Die aoBffilirliohste Dat-Etellnng der Theorie der Bessel- 
Bohen Funktionen gibt Nielsen, Handbach der Theorie der 
Zylinderfunktionen, Leipzig 1904. 

Beispiel 5. Die Lam^sclie Differentialglei- 
chung 

itt + + /_JL_ + ^_ + ^_\ *L 

dx' '\x — e^ X — e^ x — e^l dx 

^{x~e{^{x-e,)(x~e^)^ 

hat die BingulSren Stellen 

ei , eg, Cg, ao. 

Es sei ^ = n(n-{~ l)> ^0 » eine ganze positive Zahl 

darstellt. Zu e, (i = 1 , 2 , 3) gehören die Exponenten , -J- ; 

die zur singulären Stelle 00 gehörigen Exponenten sind 

«+1 . n 

^- und --. 

Man zeüe, daß die Differentialgleichung durch eine 
ganze ratioDfue Fnnktaon mteu Grades 

befriedigt wird, wenn n ^^ 2 m gerade ist und S einer ge- 
wissen algebraischen Gleichung {m -\- l)ten Grrades geniigt. 
Zur sukzessivea Berechnung der Koeffizienten Ci , Cj , . . . 
und zur Aufstellung der erwähnten Gleichung für B setze 
man den obigen Ausdruck in die mit {x — Cj) (x ~ Cj) [x —■ e^) 
multiplizierte Differentialgleichung ein und nehme Koeffi- 
zientenvergleichimg vor. 

Setzt man unter der Annahme e^ + e^ + Cg = 

X = p(M) , 

WO p{u) die der Differentialgleichung 
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genügende elliptiacbe Funktion ist *) > bo nimmt unsere 
Di£Ferentialglei^mig die Form 

an, welche in § 58 als Beispiel einer linearen Differenlial- 

gleichnng mit doppelt periodischen Koeffizienten behandelt ist. 

Beispiel 6. Integration der Differentialgleichang 

..g + <» + ,+ l).0 + «,Jj-, = O. 

Beispiel 7. Darstellmig des allgemeinen Int^rels 
der Differentialgleichung 

als beständig konvergente Potenzreihe von a: (a: = ist eine 
außerwesentJich singulare Stelle). 

Beispiel 8. Integrale der linearen Differential- 
gleichmig mit linearen Koeffizienten (Laplacesche Diffe- 
rentialgleichung) 

^ . <^''y 

" dx" 

+ {a^-ix •{■})„._ 

in der Umgebung von x = (gültig in der ganzen Ebene): 
1) wenn a^ keine ganze Zam, 2) wenn o^ eine ganze 
Zahl ist 

Beispiel 9. Int^rale der Differentialgleichung 



dx^ 



= {x~\-ßx-^Yx'')y 



in der Umgebung von x = oo (gültig in der ganzen Ebene 
mit Ausnahme von x^*(i). 



') TgL etwa Fricke, Analytisch-funktiotientheoretiBche Yor- 
1, Kapitel 4. 



izeaoy Google 
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Asymptotische Darstellung der Integrale 

einer linearen DifFerentialgleichnng in der 

Nähe einer Unhestimmtheitsstelle. 

§ 40. Fonn&le Berecliniiiig der NonualreilLen. 

Nachdem das Verhalten der Integrale einer linearen 
hörnernen Differentialgleichung in der Umgebung einer 
singulären Stelle der Bestimmtheit erforscht ist, wenden wir 
una zur Untersuchung der Integrale in der Umgebung einer 
singulären Stelle, an welcher sich nicht sämtliche Integrale 
bestimmt verhalten (Unbestimmtheitsstelle). Da die 

singulare Stelle x = a durch die Substitution x — a — —^ 

in af^'oo fibei^führt wird, so dürfen wir eine lineare 
Differentialgleichung mit der Unbestimmtheitsstelle x >= oo 
betrachten. Wir nehmen an, daß die Koeffizienten der 
Differentialgleichung entweder rationale Funktionen von x 
sind oder wenigstens in der Umgebung der singulären Stelle 
X = tx> den Charakter rationaler Funktionen haben. 
Es liege demgemäß eine Differentialgleichung 

vor, in welcher Pf (i=l, . . .,n) in eine nach positiven 
and n^ativen Potenzen von x fortschreitende Reihe ent- 
wickelbar ist, welche in einer gewissen Umgebung von 
x — cx) konvergiert und nur eine endliche Anzahl 
positiver Potenzen von x enthält. In dem bereits 

„,„.., .A.CXNIC 
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earledigten Falle, wo a: =:^ oo eine Stelle der Besünimtbeit iet, 
hatten wir 



>{^ 



(»=1,2, . 



wo ^i eine bei x = oo r^uläre Funktion darstellte (vgl 
§ 37). Indem wir uns zu dem nächst einfachen Falle wenden, 
machen wir die Voranasetzung, d&B die n Funktionen 

(2) P,_», + ^ + ^+... (.■_!, 2,...,«) 

sich in der Umgebung von ^ = co regulär verhalten, daß 
aber die Gleichung nten Grades mit der Unbekannten ix 

(3) «" + 01«"-'+ ... + a„^ix + a„ = 

(die charakteristische Gleichung) » verschiedene Wurzeln 

«1 , - - ■ , «n 
besitzt. 

Der spezielle Fall, daß P^ = Of (» = 1 , . . . , «) von x 
nnabhäng^ ist, ist bereits erledigt (Abschnitt IV). Die lineare 
Differentitdgleicbung mit konstauten Koeffizienten 

besitzt, wenn die n Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
verschieden sind, die n linear unabhängigen Lösungen 



Die Differentialgleichung (1) führen wir durch die Sub- 
stitution 

(4) y^e'-g 

über in die Differentialgleichung 
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mit den KoefSziecten 



g„_, = »«"-'+ (m - 1)«"-*P, + . . . + 2 a P„,, + Ph.i , 
Ch = «" + «"-> Pi + . . . + «P„-, + -P- , 
welche konyei^nte Reihenentwicklungeii von der Fonn 

ft-^+ v + l? + -- (•■-1.2,...,») 

zalaaseD. Ist « eine der oben eingefSlirten Größen ot, , 
. . ., fXni d. h. eine einfache Wurzel der charakteristischen 
Gleichung, so ist 

6» = a"H-o, (!("-'.+ ... + o„_,« + a„ = 
und 

6„_i = «««-' + (« — 1)01«»-«+ ... +o„_i 

von Kall verschieden. 

Die Differentialgleichung (5) kann x = ot> nicht zur 
Stelle der Bestünmtheit haböi, da 

tut X = oo keinen endlichen Wert haben kann. Trotzdem 
versuchen wir, die Differentialgleichung (5) durch eine Reihe 
von der Form 



(6) 



Ä=Coa* + Cia:e-' + Csa#-»+ --• 



formal zu befriedigen. Durch Einsetzung der Reihe (6) in 
die Differentialgleichung (5) und Vergleichung der Koeffi- 
zienten von afi~', af~', ..., üj?"'"' erhält man die Glei- 
chungen 






.e]Co=o, 



[b..l^e-v) + K^]C. + . 



;.s..vGooqIc 
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Aus der ersten Qleichtmg eigibt siob 

w&brend C^ wUlkfirlicfa bleibt; die folgenden Gleichungen 
ergeben C, , . . . , C, . 

Die DiSerentialgleichnDg (1) vird demnach fonnell be- 
fried^:t dundi eine Reihe von der Gestalt 

(8) j,_^.„(c. + | + § + ...), 

WO IX eine einfache Wurzel der oharakteriBtisohen Gleichung 
darstellt. Da jeder der n Wurzeln n,- (i — I , . . . , n) eine 
solche Reihe entspricht, so sind » Reihen 

(i=U-..n) 

vorhanden , welche , fOr y eingesetzt, die DifFereutial- 
gleichung (1) formell befriedigen. Diese Reihen sind 
im allgemeinen für jeden endlichen Wert von x 
divergent 

Um dies zu erkennen, betrachten wir ein einfaches 
Beispiel, n£mlich die DifTerentialgleichung (§ 39, Beisp. 4) 

dx» ^ X dx^^ " ' 
welcher die Besselscbe Funktion y = J„{x) genügt. Durch 
die Substitution 

y = e^i'B 

geht die Differentialgleichang über in 

da;' ' 
Durch Einsetzen der Reihe 

nnd Kulleetzen des Koeffizienten von xß-^ eigibt sich 

e = -i; 



J + (±2i + i-)|l±i.-0. 
' \-^ xJ dx -^ X 
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dnrch NuUsetzen deB Koeffizienten von a«~'~^ eriiält man 
die Rekarsionsformel 

± i[2(e - v) + 1] a + (e - V + 1)» a.i = , 

ans welcher 



folgt Demnach sind die beiden der Bea sei sehen Diffe- 
rentäalgleichung geaßgenden Reihen ,^ , fi^ für jeden end- 
lichen Wert von x divei^ent 

Die DifTerentialgleichung (1) mit den Koeffizienten (2) 
hat nach einer Ausdrocksweise von Foincar^ die Stelle 
x = oo znr Unbestimmtheitss teile vom ßang 1. Ist 
h eine ganze positive Zahl and hat die DifiFerential- 
gleichung (1) Koeffiidenten von der Form 

P,_a^>^(i) (i_l,2,...,n), 

WO SP(f— ) in der Umgebung von x = oo regulär ißt, so 

wird x = ao als ünbestimmtheitsstelle vom Rang 
J + 1 bezeichnet Wir setzen 

^(0)=a, {i=i,2,...,n) 

und nehmen an, die charakteristische Gleichung 
a"-t-a, «"-' + ...+a„_ia + a„ = 

habe n verschiedene Wurzeln «i , . . . , ix« . Dann wird die 
Differentialgleichung, wie hier ohne Beweis angegeben sein 
m^, formell befriedigt^ wenn man für y eine der n Reihen 

S_*«r«.(c,. + -§i + -S^ + ...) (i-1, ...,«) 

setzt, worin gi(x) eine ganze rationale Funktion {k -f l)ten 
Grades von x darstellt^ deren Ableitung 

-^}^ =. oi,a^ + oin!^''- + ... + <Xi,i-iX + cXit 
ax 

mit dem Gliede a^^ b^innt Die Konstanten atn, ■■., 
01(1 nnd Qi, sowie Qo» Qi, Qt, ... können durch Ein- 
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Setzung der Beihe Sj in die DifFerentialgleicliang and 
Koeffizientenvergleicfanng berechnet werden. Die ReUien Si 
{i= 1, ..., n) werden nach Thome als Normal reihen 
bezeichnet. 

Sind die Reihen Si, . . . , 8^ in einer gewiesen Um- 
gebung der singulären Stelle x=-oo konvergent, was aber 
nnr ausnahmsweise der Fall ist, so kennt man das 
Verhalten der Int^rale der Differentialgleichung in der 
Umgebung der Ünbestimmtheitsstelle. 

Wenn aber die Reihen S, für jeden endlichen Wert 
von X diveieieren, so kann man nicht behaupten, daß die 
Differentialgleicbung ein Int^rat besitzt, welches sich mit 
gijreiV^ multipliziert, wenn x einen negativen Umlauf um 
die Stelle a; = oo vollzieht. 

Wenn also die divergenten Reihen Si, . . . , 8» 
anch keinen Aafschluß über das Verhalten der 
Integrale der Differentialgleichnn^ bei einem 
Umlauf der Veränderlichen x um die Ünbestimmt- 
heitsstelle X = oo geben, so kann man doch mit 
ihrer Hilfe untersnchen, wie sich die Integrale 
verhalten, wenn x auf einem bestimmten Wege 
in die singulare Stelle « = 00 geht*). Mit dieser 
letzteren Frage werden wir uns ün folgenden beschäftigen, 
wir werden uns jedoch der Einfachheit halber auf den Fall 
& = (Rang 1) beschränken, wenn auch die angewandte 
Methode für ein beliebiges ic gültig ist *•). 

§ 41. AsTmptotlsche DarstAllnng. 
Wir betrachten wieder die Differentialgleichung (1), 
deren Koeffizienten (2) in der Umgebung von x = ix> 
regulär sind. Wir machen die Voraussetzung, daß die 



*) Poincarä, American Journal, Bd. 7, Acta mathematica, 
Bd. 8. Vgl auch Eneser, CreUes Journal, Bd. 116, 117, 120, 
Uathem. Annalen, Bd. 49; Hörn, Grelles Journal, Bd. 118, Math, 
Annalen, Bd. 49, 50, Acta math., Bd. 23, 24, Archiv der Uathe- 
matik, Bd. 4 (3. Beihe). 

**) Das folgende achlieSt aich an Hörn, Acta math., Bd. 34 
an. — Vgl. Schlesinger, S. 8., Kap. 5, wo nach anderer Methode 
eine spezielle lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung be- 
handelt ist, und Picard, Traitä d'Analjae, Bd. U^ wo im 14.£ap. 
nach Foincar^ die Laplacesche IVansformation benutzt ist. 
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» verscIiiedeDeD Wurzeln oi^, ix,, . . . , tXn der charak- 
teristiaohen Gleiohnng (3) auch verscIiiedeDe reelle 
Teile besitzea; es sei 

(10) 91M>81(«,)>...>9!W). 

Wir führen naoh Poinoarä die folgende Änsdrucks- 
weise ein. Die Yerändeiliche x gehe als reelle positive 
Grr&ße ins Unendliche (wir schreioen liindT= -f oo). Wir 
sagen, eine Funktion f{x) wird durch die (divergente) 
Potenzreihe 

c. + ^ + #^ + ... 

X x' 
asymptotisch dargestellt, wenn für jede ganze posi- 
tive Zahl p die durch die Gleichung 

fl«)=c. + -| + ^ + ..-+^ + 5 

definierte Funktion fp die Bedingung 
lim^'i, = für limx = +00 
erfüllt Wir schreiben dafür 

«.).C + A + Ä + .... 

SetEt man für p der Reihe nach die Werte , 1 , 2 , ... 
ein, 80 hat man die Gleichungen 

lim (/■(«)- Co}-0, 



Wir sagen auch, eine Funktion f{x) werde durch die 
Beihe 



■A.CXli^ic 
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tuYu^xutüdt durgrateUt, wenn die FanktÜHi 

i» Ktwa <ic£iiw<i8n Sinne doich itie Bobe 



^k > Il-^bo«* »aasaeir des fv>le«»d«ii Silx iimn«iilMii, 
iffiMvtt SkI'wmb Ära iW^ratsttBil «i«' nÄdtsba PKi^nphai 

it/BLti-iiia^iKa ü: -Jijt F ti £iai;*a:JÄ^***3*jii y, »'=1, 
•iii.T!! 'ü'f iii,]<f > 3.*7ar.Tj.fi:>ii 'iiiT'i??«^!* ~.Zl wird, 

.-. ■ " -ii Ä'' £•' 

Diwrtr S«. ^U, aiiiit. aar. iwMi,. -wioa. Ü« ^L^irffKÜmmm 

1 = 1....... »I ua 4^1*« ^n^T^^viihiöua ^?iüiiw iurmi. «ö» 

^i 1*" 



ioyGt^JMAÖtä: ian.<^rDt«l^ TUti. 






vGooqIc 
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seicD «1 , . . . , iXfl die oben eingeführten konstanten GrÖBen, 
deren reelle Teile voneinander verschieden und absteigend 
geordnet sein sollen, und Qa Sanktionen von x mit der 
lägenschaft 







liml 


Bu- 


■0«). 


Es iat 


für, 


i-2, ... 


> »; 


t-1, 




= «(- 


- «1 + Qu 


-«1 


'^S 


dx 



iR(«.-«i)<o. 

Wir können schreiben: 

ICK«. 

wo d > und lim ^ = ist Wenn man 

setzte wo g eine kleine positive Gröfie darstellt, so ist e für 
große reelle x positiv und lime » . Wenn für einen ge- 
Tnssen Wert von x 



Idioe^] , 

8! \—^j < MK - «1) + 2a + 2(» - 1) J . i ••), 



•) unter limA^) wird stets der Grenzwert verstuiden, wel- 
chem f(x) zustrebt, wenn x als reelle positiTe SrCfie ins Unend- 
liche geht. 

**) Der reelle Teil einer komplexen GrOfie ist hCohetens 
gleich dem absoluten Betrag; der reelle Teil des Logarithmus 
einer komplexen Gräfie ist gleich dem Logarithmus des abso- 
luten Betrages. 
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also 

^ «I. 



Wir verstehen tmter M den jeweilig größten der 
Qaoticuten 

1^1 (*-2,...,«) 

nnd zeigen, d&ß, wenn « < JK < — ist, 
c 

diog.af 



dx 



-<- 



sein maß. Es e 



Wegen Jtf < — iat 



wegen Jjf = _ L > 



— 



^ 1< - (Ä ^ i') 



wegen \we\ £ \wf\ ^ . . . . Es ist also 

i — I < — 

Unter diesen Yoraussetzangen ist aber 

,, ,, d\oe\—^\ 
dlogM ^ Wi 



,.:s.....GooqIc 
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Wenn M für einen gewieaen Wert von x zwischen e 

und — liegt nnd bei wacbsendem x grSäer ala e bleibt, so 

ist hiemach UmM'^O; das gleiche ist natürlich der FsU, 
wenn för beliebig grofie d:-Werte Jlf ^ c ist. Mit anderen 
Worten, wenn für einen großen Wert. von x 

|^|<i ii-2 ») 

ist, 80 ist 



Für das Folgende genügt es, zu wifiseo, daö überhaupt eine 
LöBUDg W] , . . . , Wh des Differentülsystems (12) von soloher 
Beschäfenheit vorhanden isl^ daß sich sämtliche Quotienten 

«--^ (i-2. ...,„) 

für ]imx = -f oo der Null nähern. 

Die P'unktionen «( (i = 2, . . . , ») genngOT den Diffe- 
rentialgleichnt^^ 

(13) ^ + u,^Bi,u,-ß,u,+ ^BtkU, + S,t 

{i,k = 2, ..., n), 

nnd 

also 'SUßt) < und limün = limJ!;i = MmRn = ist 
Jedes derartige System (13) besitzt, da es aus einem System 
von der Fonn (12) al^leitet werden kann, eine Lösung 
Uj, .,., Uh mit der Eigenschaft 

limUf = (* = 2, . . ., ») . 

UorD, GewShnliehe DISereDti&IgleiDhangeD. 13 .,^11. 
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§ 43. Integral yi. 

Die Koeffizienten Fi (i = 1 , . . . , n) der Differential- 
gleichuDg (1) mögen die asymptotischen Gleichungen 

(14) .,.-^^--^_- 

erfüllen; wenn «j, ..., tXa die Wurzeln der charakteristi- 
schen Gleichung sind, m^;e 

5H(«i) > 9t(«,) > . . . > SR(a«) 
sein. 

Setzt man 

y = w, + . . . -f- «j„ , 



dx 



— «iWl + ...+«,»„, 



*) Durch Differentiation dieser n Qleiohungen erh&lt man 
mit Büokaioht auf (1) : 



^-t dw, ■r-t , 



Z»'-^-?'--"- 



daraus ergeben eich die -y-^ als lineare homogene Funktionen 
der w, . Ersetzt man P, , . . . , P„ bzw. durch o, , . . . , a„ , so ist 
die rechte Seite der letzten Gleichung (y) gleich ^«"u'p und die 
AuflSsung ergibt < 

^=-"" <'-> •'• 
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80 genügen die Funktionen w^, , .., w„ einem Difierential- 
system von der Form (12), wothub durch die Snbstitation 



ein Sjrstem von der Fonn (13) liervor^eht. Die Koeffi- 
zienten Bill befriedigen asymptoÜBche Gleichungen von der 
Form 

^.~^+f+- ('.*- »)• 

Das System (13) wird formell befriedigt durch Reihen 

Setzt man, miter p eine beliebige ganse poeitive Zahl ver~ 
stehend, 

80 ist 

lim^rt = . 
Setzt man weiter 



«, = — +... + ^■^+' + -22- - K + - 



(i=2, ...,M), 

80 genügen die Funktionen ^t (t ~ 2 , . . . , n) den Diffe- 
ren^gleichungen 

-^ + Viy^8iiipk—ßiVt+y^Sii^ + Sil 

{i,Ä = 2, ...,«), 
worin 

Sa-M„-Bi,n, («2;*), 

limSl - 
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ist. Dieses System list also dieselbe Gestalt wie das 
System (13) und besitzt demnach eine Lösung 91,, . . . , tp^ 
mit der Eigenschaft 

hmipi = (t = 2, ...,«) . 

Ist p eine beliebig gewählte, aber dann festgehaltene Zahl, 
so besitzt also das System (13) eine Lösung u,, ..., u^ 
mit der Eigenschaft 

(16) „,.'^+... + 'U!»+jL., u„^,.o. 

Ob diese Lösung anob für jede Zahl ^> p auf die Form 

gebracht werden kann, d. h. ob die Funktion »^ durch die 
Beihe 



asymptotisch dai^stellt wird, bleibt noch dahingestellt. 
Ans den formalen ßeihenentwi<^ungen 

(i-2, ...,») 

ergibt sich der Gleichimg 
dl(^y _ «iWi + ■ ■ ■ + ««Wh «1 + «,«a + ■ ■ . + <x,w, 
dx «', + ... + «'„ 14-«» + ...+«» 

zufolge die formale Entwicklung 

lte=* j. ÖL 4. ft? 4. ai 4. 

ix "^ "^ ic "^ a;» "^ a:» "^ ■ ■ ■ 

oder, wenn man 

Const«"^"^"- = Ao + -%- + -^ + ■ ■ • 

setst, die der DifferentialgleicbuDg (1) formal genügende 
Normalreihe 



■A.OCH^Ic 
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ÄU8 der Lösut^ u,, . . ., u^ des Systems {13), welche die 
GleichuDg (15) erfüllt, folgt eioe Lösung y=^y^ der DiSe- 
reatJalgl^cbung (1) von solcher BeBchaffenheit, daß 

linn?i,p+i — •) 
oder 

(16) ,._«...;».(c„ + -Sl + ..,+^ + ^), li„,„_0, 

ist. Da p eine zwar von vornherein willkürlich gewählte, 
aber dann festgehaltene Zahl ist, bo ist noch nicht bewiesen, 
da^ die Funktion y^ durch die Keihe Si aeymptotisch dar- 
gestellt wird. 

§ 44. Integrale yt, ...» y». 

Der in § 41 angesprochene Satz ist für eine lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung 

P^„+i+Ä.+... 



*) Die Integration ergibt 
logy, = «, « + e, log« - 



V^ 



dx + logGonst. ; 



J xP+' J XP+' p: 



pxP 
1 X mit der Eigenschaft limi? ^^ be- 

- d logtfi Vi 

Ähnlioli wie oben — — laßt sicli 

dx y, 

vi'' «t + «jM. 4- +«'U 



.A.OCH^IC 
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göltig. Für duen belieb^;en Wert von p ist 

Die Integration ergibt 

Um)', = . 

Wir nehmen an, der in § 41 aoBgesprochene Satz sei 
für eioe Differentialgleicbung (n— l)ter Ordnung lichtig, 
nnd zeigen, daß er tumu anoh ffir eine Differentialgleichung 
nter Ordnung gilt. 

Wir verstehen unter y^ daa in § 43 nachgewiesene 
Integral von (1) und BetEen 
(17) y = yifgdx. 

Dann genagt g der linearen Differentialgleichung (« — l)ter 
Ordnung 

worin 



lV?Lj„/«_i\j_iPj?1 1-., a-r«— io-il. p. .iij 

Vi 



a-(»).|-+(»-i).-.Pi^+---+("-»+>).«-.|+A 



«.-s. + |' + ... + ^ + ^, w,„,-o. 

Insbesondere ist 

fii=(«)i«{ + (»-l)t-iOi«*"' + - ■■+("-*+ l)i'»*-i«i+o*- 

Setzt mao 

/■(«) = «» + a,a"-i 4- . . ■ + ö- , 

ff(/I) = /I"-' + Äi^-» + ... + Ä,-i, 
so ist 

r'.,-..:S..X-.OOQlc 
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Aus den Wurzeln «j , ...,«« vwi /"(«) = ergeben aioh 
die Wurzeln 

^ = «g — «j , . . . , ^ ■— «■ — «1 
der oharskteristischen Gleichung g{ß) = von (18). Es iet 

Die Differentialgleicbaiig (18) hat nach dem für Diffe- 
rentialgleichungen (n — l)ter Ordnung vorau^;eeetzteD Satze 
die n — 1 Int^irale 

(19, ^_^....(i,,. + ^ + ... + |! + ^), 

iimdif—O (» == 2 , . . . , n) 

Wir untersuchen die folgenden n — 1 Integrale von (1) : 

(20) yt = yijeidx (i = 2,. ..,«). 

Dabei lassen wir den Index i vorübergehend weg. 
Durah Litegration der Gleichung 

zwischen den Grenzen oo nnd x erhält man, wenn man 

tir=jefi'af-*dx 
Betzt^ die BekorBionsformel 

ßV' + (o — »')'?»+i = 9*"«°-' . 
Wenn man vermittels dieser Formel r}^, rii, . .., tip durch 
tjp.,.1 ansdrQokt, hat man 

hdx = DoVo + A»?! + . . . + ■Df'7» +Jeß'se'-tipdx 

Setzt man Cp = ä;^-|-&, so ist lim z, endlich, und die 
letzten Glieder des Ausdrucks für jtdx schreiben sich 

Je^'af-'Zpdx . 
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Unter Einführung der Bezeichnung 

bat man *■ 

Um zu beweisen, daß lim ^ = ist, setzt mau 

«"Ä + WesäII +—) 

nnd erhält 



?"(" 



Fflrw^O,a;>Iist 

k-i>-l!log(l + |)^Jtflog(l+w), 

wo Jlf eine positive GröSe ist. Wenn man x so groß 
ninmit, daß |t>(x)| und demnach such |rp(a: + t<')| unterhalb 
der endlichen Gr5ße g liegt, so ist 



1^1 < -^ /eWW"+*"'«a+-)(Jw.*) 



Das letzte Integral ist endlich und daher 
lim ^ = . 
Wenn man den liides i wieder einfährt, hat mau für 
»= 2, ..., « 

also 






•) Eb ist l<»'|=e«(v)^el«'l. — W(fl iBt negaüv. 
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oder 

Femer hat man 

ds dx '^ f ^ 

JMidx 

oder, wenn miin für die Gröfien auf der rechten Seite die 
bekannten Entwickelungen einsetzt: 

^' — + S + S + - + S + S. ^n..-o. 



§ 45. Nachweis der asymptotischen DarBtellnng. 

Wir haben gesehen, da£ die DifFerenttalgleichmig (1) 
n Integrale ^^ , ■ ■ ■ , ^n mit der Eigenschaft 

ii„^'_^^ (i-i,...,») 

ax 
oder 

j/,=- C,oe(«*+'*'", lim^i-O (» = !,...,«) 

besitzt. Ans dieser Form gebt hervor, daß eine Relation 
^Ciyi = mit konstanten KoefBzienten nicht bestehen kann^ 
daß also yj , . . . , y^ ein Fundamentalsystem bilden. 
Ist 

j^ dlog(Ci gl + ■ . ■ + c»y») __ ^ 
dx =" »' 

so muß Ci = 0, . . ., Ch^i = sein; ee gibt also nur ein 
einziges Integral y =^t/„, für welches 

dx 
ist, wenn Integrale, welche sich nur durch einen konstanten 
Faktor untersdieiden, als identisch angesehen werden. 

Bas Integral y„ von (1) ist folgendermaßen entstanden. 
ITach Festlegung der ganzen positiTen Zahl j> ist 9^ 
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(i V 2 , . . . , n) ii^nd eine Uosang des in § 43 au^stelltea 
Cifferentifilsystems mit der Eigensohaft lim (pf = 0. Die 
Gleichung 

* +in%-t-...+a,«,j. 



y^^J ■ 






ist, stellt ein Integral von (1) dar. Wenn unter «„ das 
einzige Integral von (18) verstanden wird, für welches 






ist, 80 ist 



d logen 
da: ~ ~ ''■ ~ "" ' 



Setzt man an Stelle der ursprfinglich angenommenen Zahl p 
eine gause positive Zahl ^>p, während im übrigen das 
bei der Bildung von y^ benutzte Verfahren beibehalten wird, 
so stößt man auf die Funktion 



j4_e*.>a«.(c.,+ ^ + .. 


■+^ 


+ 


welche, weil 


«. 




Eh ist also für jeden Wert von p 




(22) j,„ = c-.'^(c„. + ^+.. 


•+% 


+ 


limy-p^O, 







d. h. das Integral ^^ wird durch die Normalreihe Sh asym- 
ptotisch dargestellt 

Es ist noch zn zeigen, daß auch fQr» = l,...,n — 1 
das Integral y, durch die Normalreibe St asymptotisch dar- 

"t wird, d. h. daß für jeden Wert vwi p 



0. 
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(23) j,_a...«..(a. + ^' + ...+ ^' + g), 

lim Yif — 
ist, niolit nur für die in § 43 eingefShrte feste Zahl p. 
Wir verstehen unter j/ eine beliebige eanze positive Zahl, 
welche die nrsprfingUdi eingeführte Zahl p fibertrifil. Wir 
bilden, von dieser Zahl ^ ausgehend, ein Integral yf ebenso, 
wie tfi mit der Zahl p gebildet wurde. Dann ist 

Die Int^rate ^,...,^ bilden ein Fundamentalsystem; 
es ist 

?( — jrf + (v+iyJ+i + . . . + c-ji . 
Wenn man yi durch den obigen Aosdrack ersetzt und ffir 
ifc = * + l, ...,« 

setzte so hat man 

^'-^;^'(^-+%+---+§^+$) 



80 ist, da der reelle Teil von «t — ix,- negativ ist, 

limy(p' = 0, 
und tn^n liat 

„=....«.(c„+|'+...+^ + a;) 

für jede Zahl j/, w. z. h. w. 

Ist in einem beliebigen Integral 

der Differentialgleichung (1) 

r.,--:S....GoOQlc 
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so hat man fBr jeden Wert von p 

y - «,.-.-«»(«. + ^' + . . . + ^' + &) + J'»^..*«. , 

limj'fp » , hmdit = . 
Setzt man 

80 ist 

y-»,«-."».(0„ + ^' + ... + ^' + ^), Umn,_0; 
d. h. das Int^rtd 

wird, wenn (^ von Nnll veredüeden ist, durch die Reihe 
CiSi ^mptotisoh dargestellt. 

Wir hahen ans bisher auf die Betrachtung reeller 
positiver Werte von x beschränkt Geht x mit dem Äigu- 
ment a> ins Unendliche, so wird die Differentialgleichung (1) 
durch die Substitution x = Qef^'^ in eine Differential- 
gleichung mit der unabhängigen Veränderlichen q fiber- 
geführt, deren charakteristische Gleichung die Wurzeln 
«"''-•^«1 , . . . , e"''-*^«« besitzt Durch die bisherige Tor- 
ausBetzui^ daß die reellen Teile der Wurzeln verschieden 
sind, sind diejenigen Ai^umente a> vorläufig ausgeschlossen, 
für welche zwei der » Größen c"l'^«( gleiche reelle Teile 
eriialten.*) 

Aufgabe 1. Man ze%e, daß die Besselsche Diffe- 
rentialgleichnng (§ 39, Beisp. 4) 

durch die beiden Normal reihen 

S^ = e"x-^ X 

i "^ 1! 2137 "^ 21 \3ix} "^'"J' 

*) Die in § 40 genannten Arbeiten des Verfassers beschäftigen 
sich zum Teil mit dem Verhalten der Integrale in der ganzen 
UmgebuDK der UnbeBtimmtheitastelle. Vgl. auch Jacobsthal, 
Uatibem. Annalen, Bd. 56. 
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r "•" 1! -2ix ■•■ 2! \,-2iW^ ' ■ 'J 

formell befriedigt wird, welche abbrechen, wenn n die 
Hälfte einer oDgeradeo Zahl ist, sonst aber divei^nt sind. 
Die oben dargestellte Methode zur ÜBtersocbuDg der Inte- 
grale in der l^e von x = oo versagt für reelle x , mau kann 
aber nach Kneeer (Crelles Joumd, Bd. 117, 120), Hörn 
(Math. Ann., Bd. 49, Archiv d. Math., Bd. 4), Jacobstbal 
(Math. Ann., Bd. 56) verfahren und insbesondere die speziell 
auf Besselsche Funktionen bezGglichen Arbeiten von 
Hankel (Math. Ann., Bd. 1) and Weber (Math. Ann., 
Bd. 37) benutzen. Für groBe reelle positive x -wird die 
Besselsche Funktion 3f{x) durch eine gewisse lineare 
Verbindung von S, und S, asymptotisch dai>gestellt: 



f(2«+l) 




-»■1 , 


\ 4 




(«■- 


2U2«)' 

5^ + . •) 





•2i-- 

Aufgabe 2. A^yi^totische Darstellung der Integrale 
der Laplacescben Pifferentialgleichnng zweiter Ordnung 

a:^ + {a^x + &.)^ + («,* + M^' = 

durch die Normalreihen in der Nähe der ünbestimmtheits- 
stelle a: = oo . TgL Schlesinger, S. 8., §§ 49—52 und 
Horu, Mathem. Annalen, Bd. 49. — Die Besselsche 
Differentialgleichung geht durch die Substitution y=:3fz in 
die spezieUe Laplacesche Gleichong 

Über. 



*) Vgl. Schlesinger, S. 8., § B3. 

Dgn..S Jv Google 
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EnMckelimg der Integrale einer linearen 

Differentialgleichiing in einem Ereisring 

und in der Umgebung einer 

Unbestinimtheitsstelle. 



§ 46. Unendliche Determinanton.*) 

Es sei ein System von zweifadi nnendlich vielen Ele- 
menten 

Äil {», J = — OD . . . -(- Od) 

gegeben, wobei t, k alle ßinzzahligen positiveu nnd ii^;a- 
tiven Werte annehmen. Wir führen den Begriff der an- 
endlichen Determinante 



(1) 



D-lAt,] (i,t-- 



. + «=) 



... A.,,., 


A.,,.i 


, ^-.,0 


A->. 


, A., 


... ^-i,-. 


^-1,-1 


, ^-.,. 


A-i, 


, A.,,„ ... 


... A,,., 


A,-. 


, A. 


A, 


, A,, , ... 


... A,-. 


A,,.i 


, Ä,„ 


A„ 


, Ai , ... 


... A,,., 


A,-i 


, A,, 


A,, 


, A 



*) Zur Integration einer in der Hondtheorie vorkommenden 
linearen Differonti&lgleichung zweiter Ordnuog wurde von Hill 
(Acta math., Bd. 8) eine unendliche Determinante benutzt, deren 
Konyergraiz von Poincarä (Bulletin de la Sooiäte math. de 

,..:„.., .A.CXNIC 
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ein, dessen Definition im folgenden gelben wird. Sfimtlicbe 
Elemente A^t mit dem ersten Lidex i bilden die tte Zeile, 
sämtlicbe Elemente A^t mit dem zweiten Index k die Ate 
Kolonne, die Elemente An (* = — oo .,.-)- ao) bilden die 
Diagonale und A^o ist das ÄnfaDgegUed. 

Bildet man äie Determinante (m-\-n-{- l)ten Grades 
(2) i>=[^*] (»,*-=-!». ..«) 

'A-iii -« . . . A-^ Q . . , A-, 



. . . AjiQ . . . A4in 



nnd ist 

endlicb oder Null, so beißt die nnendlicbe Deter- 
minante (1) konvergent nnd D ibr Wert Mit anderen 
Worten, die nnendlicbe Determinante beißt konvergent, 
wenn sieb nacb Angabe einer beUebig kleinen positiven 
Größe d positive ganze Zablen M, N so augeben lassen, daß 

l-D-+,.H+,-D-,|<a 
ist, wenn m > M, ny^N ist nnd p , q beliebige ganze posi- 
sitive Zahlen sind. 

Eine hinreichende Bedingm^ für die Konve^enz einer 
unendlichen Determinante lehrt der folgende Satz kennen: 

Die nnendlicbe Determinante D ist konvergent, 
wenn das aus den Diagonalgliedern gebildete nn- 
endlicbe Produkt 



(3) 



n^' 



France, Bd. 14) bewiesen wurde. H. v. Koch (Acta math., 
Bd. 15, 16) hat die unendlichen BeteimiDanten angewandt, um 
die Reihenentwickelujng der Integrale einer linearen Differential- 
gleichung in einem Kreiaring und in der Umgebung einer Un- 
bestimmtheitsstelle allgemein zu berechnen, während Fuchs 
(Tgl. § 27) nur die Form der Reihen festgestellt hatte. In betreff 
der Theorie der unendlichen Determinanten sei noch auf eine 
Abhandlung von Cazzaniga (Annali di Matematica, Serie 2, 
Bd. 26) verwiesen. 
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and die aus den der Diagonale nicht aiigeh5rigen 

Gliedern gebildete auendliche Doppelreihe 

W ZZ-^»: (i,Ä--a=. .. + «>; t^Ä) 

absolut konvergent sind. 
Znm Beweiße Betsen wir 

(5) Ait^Oii (i^k); A^t = l + a^i. 

Ist das Produkt der Diagonalglieder absolut konvergent, so 
konvergiert die unendliche Keihe 

Auf Grund der zweiten in unserem Satee gemachten Yor- 
suBsetzung konvergiert auch die Reihe 

ZZl^i'l (»,Ä = -«. .. + <»; i:^k). 

Folglich ist auch die Beihe 

ZZM ii,k = — oo...+ oa) 

konvergent, in welcher t § % ist, und daraus folgt die Kon- 
vergenz des Produktes 



d. L wenn man 



-J7('+±i«"i) 



setzt, Bo lassen eich nach Annahme einer beliebig kleinen 
GrSße d positive Größen M, N so angeben, daß ffir 
m>M,n>N und für^,3 = 0, 1,2,... 

ist 

Wir denken uns sowohl die Determinante Dm» als 
auch das Produkt Fm„ entwickelt. Nehmen wir von jedem 
Gliede von Dm» den absoluten Betrag, so haben wir ein 
Glied von P„„; außerdem enthält P„„ noch andere posi- 
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tive Glieder. Derselbe ZusunmeDhang besteht zwisoheD 
■Öm+p.H+i und P„+p,„+,. Wenn man die Elemente 

a,| {i,k= — m—p, . . .,— in— l;n+l, .. .,» + g) 

dmnh iKuIl ersetzt, gehen DM-t-p,»*j iu>d JP^+j,, n+i in Dm» 
und Phh über, bo daß !?«+•, n-t-f — J^Mii luid PM+p,n+« — -Pm» 
die fortfallenden Glieder (urBtellen*). Es ist also 

|i>,+p.,+, - i>.„| ^ P.+p,„-,, - P„n , 

und daraus folgt 

|D-+,,n^.,-D™,.|<<) 

t&rm>M,n>Nuud fürp, g = 0, ± 1 , ±2, . . ., w.z.b.w. 
BiejeD^en unendlichen Determinanten, welche die in 
dem obigen Satze enthaltenen Yoraussetzungeu erffiUen, werden 
von T. Koch als normale Determinanten bezeichnet. 
Im folgenden werden stete normale Determinanten voraus- 



§ 47. Eigenschaften normaler nnendlielier 
Determinanten. 

Der Wert einer konvergenten anendlichen 
Determinante ändert sich nicht, wenn man ein be- 
liebiges Diagonalglied als Anfangsglied betrachtet. 
Wählt man z. B. o^ an Stelle von Ogo zum Anfangeglied, 
so tntt an Stelle von Dmn die Determinante 

-D'»- = [oi+(.i+i] (»,Ä = -m...rt); 

es ist aber J)'mn=^ Dm-i,n+i, also 

lim D'mn^ Hm Dm-i,n+i = D . 

Ersetzt man in der normalen Determinante D 
die Elemente einer beliebigen Zeile durch Größen 
/it {h = ~oo. . .-\-oo) , 

welche dem absoluten Betrage nach kleiner sind 
als eine positive Größe fi, so erhält man wieder 
eine konvergente Determinante. 

•) Sämtlicbe Glieder von Pm, sind in Pm+p.n+q, sämtliche 
Olieder von i)„„ in i?m+j,,„+, enthalten. 

Boro, GewShnllche DifferentiBlgleichuiigea. U (A.toir 
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Denn ersetzt man etwa die Element« der Zeile Jot 
(Ä = — oo. . . + oo) dorch die Größen /*», so mögen D«», Z) 
in DmHt ly übei^ehen. Die Produkte -Ph») P mögen durch 
WeglasBung des dem Index t = entsprechenden Faktors 
in F'„„ , F" äbergehen. Dann ist 

woraus die Konvei^enz von 1/ wie oben folgt. 

Die Determinante I) ändert ihr Vorzeichen, 
wenn man zwei Horizontalreihen vertauscht; sie 
verschwindet, wenn zwei Horizontaircihen über- 
einstimmen. 

Die unendliche Determinante D und das unendliche 
Produkt P l&ssen sich als unendliche Reihen darstellen. 
Setzt mau D„ = D„„, Pn = pH«, so ist 
D = lirnD« = lim[Di + (D, _ ü^) + . . . + (i), _ 2)„_,)] 

=- A+^(i>---D-.-i), 

Es iBt auch die Reihe honveigeut, welche aus der letzteren 
Reihe dadurch hervorgeht, daß man P^ — Pn-i in die 
einzelnen positiven Bestandteile zerlegt Denkt man sich 
in ähnlicher Weise D„ — D„_t in die Bestandteile zer- 
legt, so kommt der absolute Betrag eines jeden dieser Be- 
standteile in P„ — Pb_i vor, während P„ — P«_i noch 
weitere positive Bestandteile enthält. Demnach ist die Reihe, 
welche ans der obigen Reihe für D dadurch hervorgeht^ 
daß man Dn — J)»-i entwickelt, unbedingt (d. fa. unabhängig 
von der Anordnung der Glieder) konvei^nt 

Die imendliche Determinante D läßt sich daher auch 
auf die Form bringen: 

(6) D = J:±{...A.,,^_,Ä.t,,_,Äo,^At,^A,,^...), 

..., p.t, p.i, Po, Pi, Pt, ••• 
eine beliebige Permutation der Zahlen 

..., -2, -1, 0, 1, 2, ... 

Dgrz.SjvGoOQlC 
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darstellt und das Zelohen + wie bei einer eDdlichen Detei^ 
minante bestimmt mrd. Je3es Glied in dieser Entwicklung 
der Determinante D enÜiält aus jeder Zeile und aus jeder 
Kolonne ein und nor ein Element. Faßt man alle Glieder, 
welche das Element j1,m enthalten, in ^t«,» zusammen, ao 
fehlen in oca die Elemente der iten Zeile mid der Äten 
Kolonne; «,», die Unterdeterminante von An, ist 
die unendliche Determinante, welche aus D da- 
durch hervorgeht, daß man das Element An 
duroh 1, alle übrigen Elemente der tten Zeile 
und der kten Kolonne durch ersetzt; man hat 

'^*^JA~t- 
Es gelten die Gleiohu 



(7) 



ngen 



(»si), 



welche eine Äosdehnung bekannter Eigenschaften der end- 
lichen Determinanten darstellen. 

Ähnlich wie bei einer endlichen Determinante besteht 
die Entwicklung: 



(8) 



D =- 1 + To,, 
-^ I fli,- Ol* I ^-yf, 



Oii an Oii 
ein ciik o*i 
au an On 

dabei durchlaufen i, k, I, ... alle positäven und negativen 
ganzen Zahlen mit der Maßgabe, daß 
i<k<l<... 
ist 

Die Elemente 

An = An{r) (i , fc = — co . . . -f oo) 
der nnendlichen Determinante J) = D{r) seien jetzt ana- 
lytische Funktionen einer Veränderlichen r, 
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welche Bich in einem gewissen Bereich 9 der 
r-Ebene regolär verhalten. Wir nehmen an, daß 
das unendliche Produkt 



JlA.ir) 



und die nnendliche Doppelreihe 

*^Aik{r) (t, Ä = — oo.. . -l-oo; * :£: 4) 



Z?^ 



fnr alle dem Bereich ^ angehörenden Werte 
von r absolut und gleichmäßig konvergieren. 
Dann lassen sich, wenn & eine beliebig ideine positive Gröfie 
darstellt, positive ganze Zahlen M, N so angeben, daß fflr 
m>M, n>N, für p, 3 — 0, ±1, ±2, ... und alle 
Werte von r im Bereich SB 

ist. Dann heißt die unendliche Determinante D{r) im Be- 
reich S3 gleichmäßig konvergent. Setzt man 

D..M = fl.M , 

80 konvergiert JD„{»') für alle r -Werte des Bereiches S 
gleichmäß^ gegen den Grenzwert D{r) . Mit anderen 
Worten, setzt man ^ 

Dir) = A W +Z\.^.(r) ~ D,.-,(f)] , 

so erscheint D(r) in Form einer im Bereich @ gleichmäßig 
konvei^nten Beihe, deren Glieder sich in diesem Bereiche 
regulär verhalten. Demnach ist die gleichmäßig kon- 
vergente unendliche Determinante J){r) eine im 
Bereich 99 reguläre Funktion von r. 

§ 48. Anbtellniig der nnendllch 

Tieleu linearen Gleichnngen fSr die KoefSzienten 

der einer llnesrea DifferentialglelchDng genogeodea 

Lanrentschen Reihe. 

Die lineare Differentialgleichung 



■A.OcIi^lC 
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habe als Koeffizienten P^, . . . , P„ eindeutige aDalytische 
Funktionen von x, welche eich in der Ringääche 9t 

It<\x\<R 

zwischen zwei konzentrischen £reUen vom Mittelpunkt x^O 
mit den Radien B imd J^ überall regulär verhalten. Die 
Funktionen Pi{x) (i = i , . . . , n) lassen sich also in Reihen 
entwickeln, welche nach positiven und negativen Potenzen 
von X fortBchreiten (Laurent sehe Reihen) und in dem 
Giebiet B< |a:| < fi' konveigeot sind. Ist inabeaondere 
a; = eine singulare Stelle der Differentialgleichung (an 
welcher sich nit^t sämtliche Integrale beatinunt verhalträi), 
ist aber im lanem des um 3; = mit dem Radius M' be- 
schriebenen Ereises keine weitere singulare Stelle vorhanden, 
so sind die Lanrentschen Reihen für Pj , . . . , P„ in dem 
Giebiet 0< |3;|< ^ konvei^ent 

Nach dem in § 27 a%eleiteten grundlegenden Satze von 
Fachs besitzt die DifFerentialgleichuDg (9) n Lösungen 

i/i = 3f'(p( (t = 1 , . . . , n) , 

worin r,- eine Konstante nnd ipi eine in der Bingfläche 91 
eindeutige Funktion von x darstellt, welche sich in eine 
Laurenteche Reihe entwickeln läßt; dabei ist voraussetzt, 
daß die Fundamentalgleichung, welche einem innerhalb der 
Ringfläche 9t vollzogenen Umlauf um den Nullpunkt ent- 
spricht, » verschiedene Wurzeln tu, , . . . , a)„ besitzt ; die 
Größen r^, ..., r„ sind durch die Gleichungen 

nur bis auf ganze Zahlen bestimmt. Früher war nur die 
Form der Lösungen y^ ermittelt; wir lernen jetzt eine 
Methode zur Berechnung der Exponenten r,- und 
der Lanrentschen Reihe für die Funktionen <p, 
kennen. 

Wir können annehmen, daß der Koeffizient Pi{x) von 

3 ? identisch verschwindet; andernfalls würden wir nach 

dar"' 

§ 12 an Stelle von y eine neue Veränderhche e vermittels 

der Substitution 






izeaoy Google 
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einführen. Indem wir die DifFerentialgleichung (9) mit df 
multiplizieren, geben wir dereelben die Form 



(A) 



+ «e.-,(a:)||-+C.(ic)j(-0; 



dabei ist 

m Q*{x)=*^^"^ (»-2,3,...,«) 

eine in der RiDgääche 9t konvergente Laurentsohe Reibe. 
Die DifferentialgleicbaDg (Ä) besitzt sicher eine LöBung 
von der Form 

(11) i/ = 3f<p=^gyaf+' . 

Wir setzen diesen Ausdruck in die DifFerentialgleiobang (Ä) 
ein, ordnen nach Potenzen von x und setzen den Koeffi- 
zienten voü x* {v = — oo . , , + oo) gleich Null. Man hat 

D{af) = siff(x,r), 
wo 

f{x,r)^r{r-l),.,{r-n + l) 
+ r(r - 1). ..{r-n+3) Q^{x) +...+r Q,.i(x) + Q^(,x) 

in der Ringfläche ^ in eine Laurentsche Reihe entwickel- 
bar ist. Setzt man 

so ist 

^f,ir) = r(r-l)...{r-n + l) 

+ r(r — 1). . .(r — n-|-3)«2o+ . . . -|-»-a«-i.o + «-o, 
\fx(r)='r{r-l). . .{r-n + 3)(Kii + . . . + rcc„.i,x + oc„i 

[ a = ±i,±2,...). 

Das Resultat der Einsetzung der Reihe (11) in die Diffe- 
rentialgleiobnng (Ä) ist also 



(12) 
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wobei 

"-w-Zf- /-'('■+••) 

gesetzt ist. 

Damit die Reihe (11) die Differentittlglei- 
chuDg (Ä) befriedigt, müseen aUo die Größen r 
und Qr den unendlich vielen Gleichungen 

(13) 6,(r) =^9.U.Ar + »•) = (m = -«... + oo) 
genügen. 

§ 49. Die nnendUche Determlnuite £Hr) . 



so dafi 

VinM(»') = l {»t = — OO. 

ist, 80 haben vir die uneodliob vielen Gleichungen 






(15) 



X*V».W-0 (»• OO...+O0). 

+ '») 



Wir betrachten die anendliche Determinante 
(16) fl(r) - [v..(r)] (»,, r = -oc 



... 1 


.. V-m,0 


.. V—,. ... 


. . . Vo. -» . 


. 1 


. . Vo. 


-■• V-. -» • 


. - v»o 


.. 1 



..(..ocn^lc 
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Eis seien r = q^, ^ , . . . , g, die Wurzeln der Gleitdinng 
fften Crrades 

/o{r) = 0, 
HO «laß man hat: 

(") /.M-(«--ei)('--e,)---('--e»)- 

Wir grenzen in der r-Ebene einen Bereicb E9 ab, weldier 
weder in seinem Innern noch anf seinem Bande eine der 
Wurzeln 

ei + v, ..., e« + y (»- = 0, ±i, ±2, ...) 

einer der Gleichungen 

fai^ + tn) = {m = — oo . . . +oo) 

enthält. Wir weisen nach, daß die Determinante Q{r) 
für alle r-Werte des Bereiches fS gleiahmäßig 
konvergent ist. Da sämtliche Diagonal^eder gleich I 
sind, so haben wir, um diesen Nachweis zu ffihren, nur zu 
zeigen, daß die unendliche Doppelreihe 

^^Vn-W {m,v = ~oo...+<x,; m^v) 

im Bereich S3 absolut und gleichmäßig konvergiert. 

Aus dem Ausdruck für /l(r) erEät man, wenn man 
X = m~v, also v = m — X setzt, für A ^ : 

U-Ar + y) = fxir + m-Xi 
= {r + m—X)(r + m — l~l)...{r + m — X — n + 3)iXai 
+ {r + m-l){r + m~X-l)...(r + m-i-n + 4:)ccti 

+ ... + (r + m-X)oi„-i,i + a^i 

= {r + mr-'H,(X) + ... + {r + m)H^.,(X) + E.{X); 

Uerin smd S,{X), . . . , H^{X) gKoze rationale Funktionen 
von X und lineare homogene Funktionen von an, .. ., ««i. 
Die Beihen (10) waren in der ffii^äche JJ< \x\ < R' 
konvergent voraussetzt. Wir können annehmen, daß 

B<1<J£' 
ist; andernfalls würden wir vermittele d^ Sabstitulion 
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an Stelle vod x die neue unabhJbi^ge YeräDderliehe af ein- 
führen und dadorch Qi{x) in eine Laurent sehe Beihe 
von af verwandehi, welche fSr 



also auch für \xf\ = 1 konvei^ert. Denmaoh dürfen wir 
annehmen, daß die Reihe Qi(x) und die daraus durch glied- 
weiee Differentialion abgeleiteten Reihen ffir |3t| = 1 un- 
bedingt konvei^oen, d. n. daß die Reihen 

und folglich ancdi die Beiben 

Xl'l'«"! (5-0,1,2,...) 

konvei^Dt sind. 

Da Hp{X) {p = 2, .-. ., n) eine Summe von Gliedern 
von der Form 

XiXix (3 = 0, 1, 2, ...) 

ist, so ist auch die Reihe 



s,-2:\B,w\ 



int. 

a hat nun 



■Cl-Cl| /i('- + '»-^) l,o VT|(r + m)— I 



(■■+'")- 

n 



^^ ('• + '») \ |l_o _i 
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im Bereich !8 ^eichmüSig koDvergieren, so ist auoh die 
Reihe ^-Vi i 

im Bereich i8 gleichmäßig konveigent, w. z. b. w. 

Die unendliche Determinante i2(r) stellt also eise ana- 
lytisdie Funktion von r dar, welche sich mit Ausnahme 
der Stellen 

ft+v, .... e„ + v (»'-0,±1,±2, ...) 
öberaU T^;nljir verhfilt. Wir zeigen, daß 

(17) Ü(r + l) = Q(r), 

daß also ä(r) eine periodische Funktion von r mit 
der Periode 1 ist Aus dem obigen Ausdmok ffir VmA*') 
folgt nämlich 

v-.t'-+l) = v-n,.+iW- ■ 
Demnach ist 

fl{r+l)=[v,,(r+l)]=tv-.+i,r+i(»')] (»»,».= -00...+OC); 
es ifit aber auch 

^(O = [v«r(r)] = [v«+i, ,+i(r)] (m,v = ~oo... + <x,), 

■d& es gleichgültig ist, ob man das Glied w^o oder das 
Glied y}n als AnStog^lied der Determinante betrachtet 
Wir setzen 

f = » + tv, 
wo u, V reelle Größen sind; wir nehmen an, daß u nicht 
mit dem reellen Teile einer der Größen 

ei + v, ..., en^y (»--o, ±1, ±2, ...) 

öbereinstimmt, und lassen V positiv oder n^ativ uoeDdlidi 
werden. Dann ist 

(18) limi3(« + ir) = l. 

T!a ist nämlich 

limv„,{« + »«) = (m :^ y) , 

»=t« 
da der Zähler /».,(»■ + »') von v'«»('') ^^^ ganze Funktion 
{» — 2)ten Grades von r, der Nenner /ö(r + )«) eine ganze 
Funktion nten Grades von r ist. Alle Diagonal^ieder von 
Q{r) haben den Wert 1, während alle Gueder außeriialb 
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der Diagonale bei dem beschriebenen Grenzübergang ver- 
schwinden. 

Wir nennen zwei r-Werte inkongruent, wenn ihre 
Differenz keine Periode, d. h. keine ganze Zahl ist Hat 
die Gleichung ^(r) = n inkongrnente Wurzeln 
Qi> ■ ■ ■ > ßt) BO ist ^ (r) i? {r) auch in der Umgebui^ der 
Stellen gt (1=1,...,») gleichmäßig konvergent; denn 
die^e Determinante geht aus Q(r) dadurch hervor, äsB man 
die ZeUe / f j. 1 

f-'r)- 'fl(r) (»--~... + ~) 

durch 

f.Ar + v)'=f>.{r-X) {/ = + ~ . . . - oo) 

ersetzt Für A ^ i«t 

fx(r -i) = r-''E,{J.) + ... + rHn.^{X) + H^{X) ; 
da die Reihe 

Zlf'^i'- - i)| £r-»fi^ + . . . + rS„.. + 8„ 

ebenso wie die Beihe 

in der Umgebung von r « gt gleichmäßig konvergent ist, 
so ist fo{'')Ü{f) bei r = gi regulär. Die Funktion ß(r) 
hat also die Pole 

Qi + v {k=l, ..., n; v- <x>...+oo). 

Setzt man 
(19) CO = «»^" ; e» = «*«<« (k = l, ..., ») , 

so geht die eindentjge Funktion Q{r) von r mit der Periode 1 
in eine eindeutige Funktion von a> über, welche sich im 
Endlichen außer in den Polen d^ , . . . , d„ überall r^nlär 
veriiält Wegen r = u + iv ist 



w^en lim^ = 1 nimmt die Funktion Q sowohl fOr w = 

als audi für m = oo den Wert 1 an. Daher ist Ü{r) eine 
rationale Funktion von ai, welche eine Entwicklang voa 
der Form 



.A.(X")i^lC 
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(o) — a)j) . . . (üj — CD.) 

zaÜSt, wobei 

üt Wenn mao 

an^i?"'^ (4 = 1, ■■■,•) 

setEt, wodorcli r^ nur bis auf gaiue Zahlea bestimmt ist, 
80 ist 

oder bei passender Wahl der ri 

(21) ^/*=^e»- 

Da 

a> — öj e»"*' — «»"'ff» sinw (r — gj) 

ist, so embt sich unter Berfioksichtinmg der Belaüon (21) 
för die Funktion ß die Entwicklung 

- sin Ji (r — r») 



7-T-™«C--r.) 
JX sinn(r — gj^' 



aus welcher die Nnllstellen 

»■ = »■» + y (4 = 1,...,«; »•=:— oo...+txi) 

ersichtlich sind. (Die Formel (22) bleibt übrigens gültig, 
wenn ^, ..., q„ verschwindende oder ganzzahl^;e Diffe- 
renzen aufweisen.) 

Sind Qi, . . . , Qh inkongruent, also 8^, . . ., 0^ ■vei~ 
schieden, so gestattet Q die PsrtiAlbruchzerl^;nng 



(23) fl-l+_2' 

wobei 



2niMtek 



sein mnfi, damit ß für w = den Wert 1 annehmen kann. 
Daher ist 
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bdi>ea wir folgende Baretellung der Fonktion ß(f): 

(ß = 1 + « y" Jftcotgji(r — et) , 

§ SO. Die anendlldi« Determinante J(i*) . 

An Stelle der Determinante Ü{r) läßt eidi eine andere 
tuiendliche Determinante J(r) einf^ren, welche eine ganze 
traoBzendente Fmiktioo von r darstellt 

Wir setzen 

*.(r)=l; h.(r) = -^e~~^...e'~^ (-»«O), 

80 daß A|ii(r) für keinen endlichen Wert von r verschwindet 
oder unendlich wird. Wenn man 

(26) z„,(r) -».(<•)/—('•+•■) 

setzt, BO lauten die nnendlicli vielen linearen Gleichungen (13) 

(26) K{r) O^ir) -Z9'X«Är) = (m = -<x> ...+«.) . 

Nun betrachten wir die unendliche Determinante 



*) Sind @j , . . . , ßn nicht sämtlich inkongruent, so erfthrt 
diese Entwicklung die von H. t. Koch, Act. m&th., Bd. 16, S. 283 
angegebene Ab&ndening. 
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(27) äir) = \xn.{r)] (»»,.' = -<»...+«.) 



■ .■ z--. -» - 


■ Z— ,0 


■■ Z-».« ■■■ 


••■ XO.-m ■ 


■ Zoo 


• • Zo« 


■ ■■ X-.— ■ 


■■ Z-o 


■ - - Z«" ■ ■ • 



um die Eoovei^nz dieser Detenninante nachzuweisen, 
zeigen wir, daß 

1. die aus den der Diagonale nicht angebörigen Gliedern 
gebildete unendliche Doppelreihe 

in einem endlichen Gebiet ® der r-Ebene absolut und 
gleichmSfiig konvergiert und daß 

2. das aus den Diagonalgliedem gebildete unendliche Produkt 

im Gebiet % absolut und gleichmäßig konveiffiert 

Es ist eine positive Größe h so vorhanden, daß für 
alle r-Werte des Gebietes @ 

ist. Dann hat man 

, y •y lfdr + m-l)] 



= i 



1-8.-, + - 



I (r + »)•-' I 



"-?} 
+ '^-.il^l + *^^l^ 
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Daraue folgt, daß die Reihe 

für alle dem endliolieii Gebiete @ aneehörigen Werte von r 
gleichmäßig konveigiert Dasselbe gut (Sx die Reibe 

_^l»,(r)li 
denn es ist 

,-5i"-i ",■§"'-'''■+•■*' "5 "'<'■"■'" 

i|rl"-'^ + ... + |r|S.., + S,. 

Denmacb ist die unendlidie Doppelreihe 

22^'^'^ <"•'' oo. ..+■»; mar) 

für jeden Wert voQ r im Bereioli ® absolat und gleich- 
mäßig koQvei^ent. 

Ein Dia^mdglied von J(r) iet von der Foim 

!.»« = ».(>■)/«(>• + »>) 



= fffr 



für m^O, während 

*»(r)-/.M-jj(>--e.) 

iai Nun ist aber das tinendliche Produkt 



'jg(i+^) 



im Bereich & absolat und gleichmäßig konveigent. Da»- 
selbe gilt also auch für das nueDdliche Produkt 



- aJDCT (r — et) 
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-jT(r-..).jj_f7{(i+^ 

Die anendliche Determinante J(r) iat demnach 
in jedem endliclien Bereiche ® gleichmäßig kon- 
vergent; sie stellt also eine analytiBche Funktion von r 
dar, welche sich im Endlichen überall regnlSr verhält, 
d. h. eine ganze transzendente Funktion von r. 

Zwischen entsprechenden Elementea X"' t"^<l Vor ^^i* 
Determinanten A{r) und Q(r) besteht die Beziehung 

z-.M = v>n..(r) • A-('-)/o('' + »») = V-.« ■ z«m('-) ; 

wegen 

ö(r)-JJfc.(r) 

hat man zwischen iJ(r) and Q(f) den Zusammenhang 

(28) J(r) = ß(r)/r(r), 

wo 

(29) "w-JT '""'!""' 

ist. Wegen 



und 



J7(r+l) = (-l)-i7{r) 
ß(r+l)-£J(r) 



(30) J(r + 1) = (-1)-J(r). 

Aus der Darstellung (22) von ö(r) ergibt sich die fol- 
gende Darstellong der Determinante J(r): 

(31, JW-JJ '""('■--') , 

D, ..:S..vGoOQ|c 
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aus welcher die Nullstellen 

r = ri, + v {k = 1 , . . . , n; V = —oo . . . +00) 

ersiclitlich sied. 

§ 51. Integration einer linearen Dlfferentialgleielinng 
Termittels nnendlicher Determinanten. 

In § 48 ei^b sich als Resultat der Einsetzung der 
Reibe (11) in die linke Seite der Differentialgleichung (Ä) 






(32) Ä«.(»-) = -|^ {»,,. = -00... +co) 

die Unterdeterminante des Elementes Xmr der Determinante 
A{r). Dann ist, wenn p irgend eine ganze Zahl darstellt, 

Setzt man also 



so ist 






i, GewGfaaUcIie DUteraatialKleiobiuigep 



jR.ooi^ic 
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Wir weisen unten nach, daß die Reihe 
(33) y=_XÄi.(r):r'+' 

in der Bingfläcbe 9t 

B<\x\<R' 
konvergiert, und zwar gleichmäßig für alle Werte von r in 
einem endlichen Bereich. Indem wir die Konvei^enz einst- 
weilen v<HiiufiBetzen, haben wir 

■D(y) = Gp{r)af^p = Ä«'*' • 
Ist non r eine Wurzel der Gleichung 
J(r)_0, 

80 ist 

d. h. die Reihe (33) stellt eine Lösung der Differential- 
gleichung (A) du, falls ihre Koeffizienten Kpy{r) nicht 
sämÜich verschwinden. 

Wir beschrfinken uns hier auf den einfachsten Fall, 
daß die Gleichung A{r) = n inkongruente Wurzeln 

r^, r^, .. ., rn 
besitzt. Ist r eine einfache Wurzel der Gleichung J(r) =* , 
ist also J'(r) von Null versdiieden, so können nicht alle 
Unterdeterminanten £^,(r) verschwinden. Es ist nSmlicb 

,,,,, dMr) _ V V_5iM_ '*>-('•) 
""■">' dr ~^^ Sx.Jr) dr 



-m 



80 daß das Verschwinden sämtlicher Größen Emr{r) das 
Verschwinden von d'{r) zur Folge hätte. Wir können also, 
wenn r irgend eine einfache Wurzel von /i{r) = dar- 
stellt, eine Zahl p so wählen, daß nicht alle Koeffizienten 
Kpr{r) (»• = — <x> . . . +00) der Reihe (33) verschwinden. 

Demnach besitzt die Differentialgleichung (Ä) 
die n Lösungen 

(34) y, - ^K^, .(n)af.+' (i = 1 , . . . , n) , 
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wenn die Zahl j>, bo gewählt wird, daß nicht eämtliohe 
GröSen Kp^,y{rf) (v =- — oo , . . +00) verBohwindeo. Setzt 

ao gebt pi bei einem innerbalb der Bingfläche 3} vollzogenen 
positiven Umlauf in oxy« über; d. h. a>,, . . ., a>n sind die 
Wurzeln der einem eolcben Umlauf entsprechenden Funda- 
mentalgleichung. Da nach unserer obigen Voraussetzung 
die Größen r^, ..., r„ voneinander verschieden sind und 
keine ganzzahHgen Differenzen besitzen, so sind m^, . . . , co» 
voneinander versdiieden. Danuis folgt, daß die n gefundenen 
L&snngen y,, . . . , y^ ein Fundamentalsvetem bilden, 

IMe Gleichung J(r)=0 hat dieselben Wurzeln n + v 
(i = 1, . . ., n; >■«= — 00 . . . +00) wie die in § 26 ein- 
geführte Fundamental^eichung Ä(o}) = 0, wenn man in 
letzterer w = e*"'' setzt Die Gleii^ung A{r) = kann also 
die Fundamenta^Ieichung ersetzen. 

Wir haben noch den Beweis für die Konvergenz der 
Reihe (33) nachzutragen. Der Ausdruck 

geht aus der Determinante J(r) dadurch hervor, daß man 
die ans den Flem^iten 

XpA*) (»• = -«>... +<») 

gebildete Zeile durch 

ar (v = — 00 .. . +00) 

ersetzt Der als Determinante geschriebene Ausdruck 2 bleibt 
nngeändert wenn man die mte Zeile (m = — 00 . . . -|-<») 
mit af und gleichzeitig die vte Kolonne (v — — 00 . . . -f- oc) 
mit z" multipliziert. Dadurch gehen sämtliche Elemente 
der pten Zeile in xf über, während die litte Zeile (m ^ p) 
die Elemente 

Z-.^-' {y 00...+«)) 

enthält. 

Wir weisen zunächst nach, daß die Detemünant« 

^W = [Z-'^-] (I», F = -00 . . . +0C) 

|..:-„..fR.OOglC 
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in der BingflSche JR konvei^ert Da die Diagonalglieder 
;[«„ von d{r) mit den Diagonalgliedera von A{r) überein- 
etimmen, bo ist nnr die Konvergenz der Doppelreihe 

^2'Z»'W*""' (m, »• = — oo.-.+oo; m:^y) 

nachzuweifien. Setzt man wie in §49 tn — v = X,BoiBt 

= (r + m)"-»^(A)«i + . . . + (r + m)H,.^{X)x?- + Ä.(A)a^ . 
Der im § 50 geführte Konveivenzbeweis überträgt sich 
ohne weiteres auf den jetzigen ^dl, wenn man nur die 
dortige Reihe 8f durch 

^-_2WW'^l (J.-2, ...,n) 

ersetzt. Die Beihe iSj, ist aber für S < |a:| < JS' konvei^nt, 
da ^(A):t^ eine Summe von Otiedem von der Form Xttx,aci^ 
ist und die Beihe ^^ 

in der Bingfläche 9t konveigiert. 

Sind nicht n inkongruente Wurzeln r,, ...,r, der 
Gleichung A(r) = vorhanden, so können in den B^en- 
entwicklnngen der Integrale Logarithmen auftreten. Wir 
gehen auf diesen Fall nicht ein, sondern verweisen auf die 
Abhandlung von v. Eoch im 16. Bd. der Act math.*). 

§ 62. BeispleL 

Im IX. Abschnitt (lineare Differentialgleichnngen mit 
periodischen Koeffizienten) wird als Beispiel die in der 
Astronomie**) und mathematischen Physik***) vorkommende 
Differentialgleichung 

*) Vgl. auch Schlesinger, Handbuch, Bd. I, S. 272 ff.; 
Forsvth, Theory of differential equations, voL IV, K^. 8. 

••) Vgl. Tisserand, Möoanique oöleate, Bd. IIT, Kap. 1; 
Poinoarä, Les mäthodes nouvelles de la Häcauique oäleste, 
Bd. n, Kap. 17. 

•**) Vgl. Heine, Handbuch der Kugelfiinktionen , 2. AuSage, 
Bd. I, S. 401 ff., Bd. II, 3. 202 ff., aber die Funktionen des eUip- 
tischen Zylinders. 



(35) |^-{-«' + 4'co820» 

behandelt. Sie stellt einen speziellen Fall der Difierenfial- 
gleidinng 

^ + (Öp + 2ÖiCOB2i+ 2ö,oofl4/ + ...)« = 

dar, welche von Hill zuerst vermittels unendlidier Deter- 
minanten behandelt wurde (Acta math., Bd. 8). tJm die 
bisherigen Formeln unmittelbar anwenden zu können, führen 
wir die Difierentialgleichtuig (35) duroh die Substitutioii 

über in ' * 

Ai„ r / Im 




ist. Die Differentialgleichung (36) besitzt die beiden Un- 
bestimmtbeitsetellen x = und x = oo . Sie besitzt also im 
allgemeinen ein Fundamentalsystem 

yi=af'ipi{x), y^=af*<p^{x), 
wo Ti nnd r^ Konstant«, tp^ (x) und ip^ (x) Seihen sind, welche 
nach positiveD und negativen Potenzen von x fortschreiten 
und für alle endlichen Werte von x konvei^eren. 
Nach (12) ist 

foir) = r(r -1) + ß = (r - e,)(r - e,), 
/iW = /-iW = «, A(»-) = (|A]>1); 



sind voneinander verschieden und weisea auch keine ganz- 
zahlige Difierenz anf, wenn, was wir hier annehmen, 



keine ganze Zahl ist. Nach § 49 ist 



/ö(r + »)' ^"•"■'' U(r + my 
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wahrend y«, verscbwindet, wenn m größer als m + 1 oder 
kleiner als t» — 1 iet Also ist 



Nach (24) besteht eine Entwiokelung von der Fonn 

ß(r) = 1 + n Jf,cotgn(r — q^) + nM^ cotgji{r — gj) 
oder wegen JJ^ == — jtf", und ßi = 1 — ßi : 
ain2nei 



Q{r) = l + 2jtMj, 



cob2ji^ — 0082 jir' 



Die EOr Besfiminung von r^ und r, dienende Gleichung 
ü{r) = lautet demnach : 

ooB2;ir=> co8 2n£>t-{- 2nifiBin2stQi , 
und ee handelt Bich nar noch um die Berechnung der 
Größe Ml , die sich als beständig konvergente Potenzreihe 
von <x' (oder von j*') darstellt 

Wir berechnen die Determinante ii(r) nach der Formel (8) 
in § 47; beachtet man, daß hier o,-, = und o^t === 
(Ä < * — 1 und J > t + 1) und nur 



'»'.^-»""TirX^' '*'.'+" = 



Mr + ii' ^■'■^" foir + i) 
von Null versdiieden ist, so hat man 

a{r) = 1 + flW(r) + fl(*)(r) + . . . ; 

_ ■^ a* 



,-..:s....GooqIc 
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UBW.; die aus den a gebildeten DeterminanteD augeradeu 
Grades und somit auch i^*) > ■ - • verschwinden. Jlf, ist das 
auf den Pol g, bezügliche SeBiduiun der Funktion iHr); 
bezeichnet man das entsprechende Besidnum vor A^>(r) 
(ib>=2, 4, ...) mit Mi^*, so ist 

Ml = Mi'^ + Mi** + .... 
Bei der Berechnung des Besiduums Mj^ sind nur die 
beiden Glieder 



■'I ^ I 1 \ 



M 

TOD i^ za berücksichtigen, da die übrigen für r » g, 
nicht onendlich werden; es ergibt sich 

Ml" 



2«' , 



(ft-a)[(a-ft)'-i] 2/»(e.-e.)' 

VgL Forsyth, Theory of differential equatlonB, voL IV, 
8. 393ff. 

Aufgabe. Bezeichnet man mit Vo, (»• ^ — oo . . . -|- co) 
die Uoterdeterminante des Elementes vor i° der Deter- 
minante a{r), so stellt 

für r = r^ und fflr r = r, eine Lösung der Differential- 
eleichung (36) dar. Man berechne in W^y (v = — oo . ■ . + oo) , 
das sich fds Fotenzreihe von ot' darstellt, die beiden ersten 
Glieder. 

Vgl. Forsyth, a.a.O. 
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IX. Abschnitt 

Lineare Differentialgleichnngen 
mit periodischen Koeffizienten. 

§ 53. Lineare Differentlalgleleliiingeii mit elnfuli 
periodisclieii EoetflzlenteB.*) 

Wir betrachten eine lineare DifFerentialgleichung 

(!) f^^ + p,w^ + • • • + J-.-.wg + P.W* - , 

deren Koeffizienten periodisclie Funktionen von i sind. 
Wenn wir, was keine Beschränkung der Allgemeinheit be- 
deutet, die Periode gleich 2n aon^men, bo ist 

(2) P,((+2^)-P,W (i-1,. ..,«). 

Wir legen der Veränderlichen t vorfibei^hend nnr reelle 
Werte bei und setzen voraus, daß die Funktionen Pi{t) für 
aUe reellen t eindeutig, endlich und stetig siod. 

Dann ist auch jede Lösung y der Differentialgleichung 
eine für alle reellen Werte von t eindeutige, endliche und 
stetige Funktion von t**). Die n Lösungen 

(3) </-M1 (i-1 ») 

sollen ein Fundamentalsystem bilden, so daß zwischen den- 
selben keine lineare homogene Relation 

lale, 1{ 



*) Vgl. Floquet, Annales de l'icole Normale, 1883, 1884. 
••) Vgl. % 66. 
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mit konstanteD Koeffisienten Ci, .. ., c^ besteht. Da die 
DifiereatialgleichuDg (1) ongeSiidert bleibt, wenn man t durch 
t-\-2jt ersetzt, so besitzt sie auch die LÖBungeo 

y = Mi+27i) (» = 1, ...,n), 

und ewar bilden diese ebenfalls ein FundamentalBystem; 
denn wenn eine Btilation 

Cift(t+2^ + . . . + Cnfn(t + 2n)~0 

fOr alle t bestinde, würde auch 

sein. Es sind also konstante Koeffizienten Oj, , . . ■ , o^h 
von der Art vorhanden, daß 

{fAi + 2^) = a,J,(i) +■■■+ amUt) , 

(*) 

l fnit + 2«) = Oh, A{0 + . . - + annfnit) 

ist; die Detenninante 



Ou. 



ölu 



ist von Null verschieden. 

Die durch die Gleichung^en (4) dargestellte lineare Sub- 
stitution S bringen wir auf die kanonische Form, indem 
wir die Sätze des dritten Abscbnitta in ähnlicher Weise 
anwenden, wie es in § 26 geEchehen ist. Wir bilden die 
Fundamentalgleichung der linearen Substitution S, 



A(s) = 



au- 



ÖHB "-s 



eine Gleicbnng »ten Grades mit der Unbekannten s, deren 
sämtliche Wurzeln von Null verschieden sind. Wir denken 

uns an Stelle des Fundamentalsystems f,(t), , fn{t) ein 

anderes Fundamentalsystem Fi{t), ..., Fn(t) zugnuide ge- 
1^, welches, wenn man t um die Periode 2n vermehrt^ die 
Substitution 
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F,(i + 2n) = 6i, Fiit) + ...+ h^Fnit) , 



erfahren möge. Die FundamentalgleichuDg dieser Sab- 



stitDtioD , 



B{s)^ 



= 0, 



6-1 , ,.., bnn- 

als Oleiohnng »ten Gtadea mit der Unbekamitei] a be- 
trachtet, hat nach § 15 und § 26 dieselben Koeffizienten 
wie die Gleichung Ä(s) = ; Gberdies stimmeo nach § 17 
die ElementAKeiler der Determinante B{8) mit denjenigen 
der Determinante A{s) überein. 

Besitzt die Fundamentalgleichung (5) » verschiedene 
Wurzeln s, ,...,«■, eo ist nach § 16 ein kanonisches 
Fundamentalsystem F^it), ..., JhW vorhanden, 
welches bei Vermehrung von i um die Periode 

2"*" lFAt + 2^)~s,F,(i), 

(6) 



\F,{t + 2n) = SnFn{t) 
übergebt Wir haben ein aus n periodischen Funktionen 
zweiter Art gebildetes Fundamentalsystem ; unter einer perio- 
dischen Funktion zweiter Art versteht man nämlich eine 
Funktion F{t), welche sich bei Vermehrung von j um die 
Periode 2n mit einem konstanten Multiplikator s multipli- 
ziert, so daß 

F{t + 2n) = sF{t) 
ist. Wenn man 



Fnii) = ynlflii) + .-. + ynnUt) 
setzl^ hat man die Glfflchungen 

(Oll — *)m+ ■■■ + <*niyin = 0, 

ain7n + ■ ■ • + (Obb — St)yin — , 

r'.,-..:S....GoOQlc 
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durch welche die Verhältnisse der konatanteo Gröfien y.i, 
. . . , )-(, bestimmt sind (vgl. § 16 und § 26). 
Setzt man 

s,- = ^"u (» = 1 , . . ■ , n), 

Bo bleibt die FunktioD 

ongeändert^ wenn man i mn 2n vermehrt; es ist also 
(7) F,{i)^tr**v,{t) {i = l, ...,«), 

wo <pt{f) eine periodische Funktion von t mit der Periode 
2n darstellt. 

Im Falle beliebiger Elementarteiler 
(s — SiY' , ..., (s — s„y^ 
der Determinante A(3) haben wir nach § 19 ein kano- 
niBohes Fandamentalsystem 

F,At), F„(.l), ..., F,.,ft) (i-I, ..., I»), 
welches bei Vermebrang von t am die Periode 2;t in 

y„(< + 2n)-s,J?„((), 

fj,(< + 2») - s,F„{t) + F„{t) , 



(8) 



(i-1, ■ 



F<,„V + 2») - »,-F,,„(<) + F,,„.,lf) 
Obergelit (vgl. § 26). 

Lassen wir den -Index i 1)ei fii, Si, Fa, ... weg, so 
können wir sagen; einem /i-faclien Mementarteiler der 
Determinante' J[(s) eDtepriobt'eine Gmppe von n Lösungen 
JKO, Ffit), ..., Ff,{t) mit 'der Eigenseliaft 
J,(<+2;.)-äii',(i), 
j;(<+2>.)-sJ',(() + y,(<), 



J?,(< + 2») - aF^il) + 2?,-,(<) . 

Eine Entwicklung dieser Lösungen ergibt sich ähnlich wie 
in § 27. Setzt man 

s -,<«»' 
und 

Dnnzeaoy Google 
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»iW-i 



!»(')- 



80 ist 



and man hat 

FM-fU + ^nsi 



g,(iii-i)...te-* + i) 

j,((+2;.)-j(,+ l, 



(9) 



F,(()-?' 



(»^ + 4 



T^ft + TF?'»^' 



worin ^i , 9>| , ..., ^ periodische Fiuiktionen von t mit der 
Periode 2 ji sind. Wenn wir beachten, d&fi jf» eine ganze 
Funktion itteu Grades von t (ohne konstantes Glied) ist, 
können wir die obigen Entwicklungen anf die Form bringen: 

(10) F,(t) - 6" {9=3 + t<P,i + t> tp,,) , 



worin sämüiche 91 periodische Funktionen von t mit der 
Periode 2 71 sind. 



§ 54. Znsammenltaiig mit den Entwicklnngen 
in einem Ereisrlng. 

Wir nehmen jetzt an, daß die Koeffizienten P,{i). 
■ . ■ , in(0 der Dinerentialgleichong (1) analytische Funk- 
tionen der komplexen Veränderlichen 

t = u+ iv 
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Bind, welche sioh ia dem die reelle Achse der /-Ebene ent^ 
halteodeD Streifen 

-A'<i><A 
fwulir verhalten (Ä, A' aind positive Größen), Durch die 
8^[>stitution 
(11) a: = c" 

wird der erwähnte Streifen der /-Ebene in Anbetracht der 
OleicJiung \x\ = «-' auf den Kreisring 

e-'<|«|<e*' 

in der a;-Ebene abgebildet. Setzt man 

80 ist 

0<iJ<l<iI', 
und die Differentialgleichung (1) geht fiber in die Diffe- 
rentialgleichung 

mit den Koeffizienten 

Die Funktionen Fi(t), .. ., Pn{t) bentzen der Yoraussetzung 
nach die Periode 2n, d. h. sie bleiben ungeändert, wenn 
das Argument u der komplexen Größe 



um 2 71 wächst oder wenn die Veränderliche x innerhalb 
der Bingfläcbe S<|a;|<ii' einen Umlauf um den Null- 
punkt ausfahrt Die in der transformierten Differential- 
gleichung (12) auftretenden Funktionen Qi{x), ..., Q„{x) 
hssen sich also in der Bingfläcbe 

E<\x\<B 
in Laurentsche Reihen entwickeln. 

Für die Differentialgleichung (12) gelten die im fünften 
Abschnitt (§§ 26—27) ikrgestellten Sätze von Fuchs und 
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Hambarger, welche vertn^ der Sabetitatic«! (11) in die 
fQr die Differentialgleichiiiig (1) mit periodiscliai Koeffi- 
zienten gOltägen Sätze übergehen, wie sie in § 53 entwickelt 
worden sind. Zar wiridichen Berechnung der Int^rale der 
Differentialgleichung (12) lassen Bich die auf der Theorie 
der nnendlichen Deteiminanten bemhenden Methoden von 
Hill nnd v. Koch benutzen, welche im achten Abschnitt 
dargestellt worden sind. Unter Beracksichtignng der Sub- 
stitution (11) lassen sich diese Methoden auäi Eor Berech- 
nung der Lösungen einer Differentialgleichung (1) mit perio- 
dischen Koeffizienten anwenden. 



§ 55. Systeme linearer DIlTerentlalgleleliangen mit 
einfiich perlodlBchen KoefBzieiiten. 

Die bisherigen Sätze über eine lineare Differential- 
gleichung »ter Ordnung mit periodischen Koeffizienten 
tassen sich auf ein System von » linearen Differential- 
gleit^ungen erster Ordnung mit n abhängigoa Yerändei^ 
liehen Xi, . 



\^ = A,^it)-x, + ... + AUt)- 



(13) 



dt 

übertragen, dessen Koeffizienten Aii{t), ..., Annit) die 
Periode 2n besitzen und für alle re^en Werte von t ein- 
deutig, endlich und stetig sind*). 

Bilden die n Lösungen 
(14) ic = /u(0, .... x^ = Mt) (Ä=l,...,») 
ein Fundamentalsyatem, so gilt das gleiche für die » Lösungen 

(* = 1 , . . . , n) , 
denn die Differentialgleichungen (13) bleiben ungeändert, 
wenn man t durch t + 2n ersetzt Jede Lösung Xi, , . . , x^ 
ISfit sich in der Form darstellen: 



*) Vgl. die Satze üb«r Systeme linearer Differentialgleiohiuigen 

n.-.,.A.oogic 
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a:,-<"i/;,(<) + ... + «./;.(() (i-1, ...,«), 

wo o, , . . . , Oh Konstant« sind. DemDach haben wir 

oder 

I A,(f + 2;.) - <.„/;,(<) + . . . + «„/,.(<), 
(»5) 

l A.c + 2») - <>../;.(o + . • . + «../■„(() 
(•-1, .■.,»). 

Hat die Fundamentalgleiobnng der Itneareu Siib- 
• . (16), 

Ou — S , . . . , Oi„ 



(16) ^{s) = 



Onn — S 



= 0, 



lauter einfache Wurzeln s, , . . . , 8„ (oder hat die Deter- 
minante Ä{$) laater einfache Elementarteiler s~Si, ..., 
8 — s„), 80 ist ein kanonisches Fimdameatalsystem 

(17) ic,-Fu(<), ..-, a^ = -F-»(*) (ft-1,...,«) 
voriianden, welches bei Vermehrung von i mn 2n in 

f ifl,(;+ 2 ;»)-«, Jfi,(/), 

(18) \ (t = 1 , . . . , «) 

übeigeht. Setct man 

Sf = ^'"t {»=1, . .., «), 

so ist 

( j;,(0 = «f'VnCO . 

(19) (i-l, ■■•>«) 

l Ftn{t) = «f- V(-(0 . 

wo (pii, . ■ ., <pnn periodische Funktionen von t mit der 
Periode 2n sind. 

Im Falle beliebiger Elementarteiler 

(s — Si)/" , ..., (s — a^m 

i..-.:s....GooqIc 



(20) 
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der Determinante A{a) besteht das kanonische Fondamental- 
system 

aus m Gruppen, welche bei der Ersetzung von t durch 
i-\-2}i die lineare Substitution erfahren: 

1 -Fl.».« + 2«) = s. J(,.,(0 + j;,.i(o , 

(i = 1 , , . . , n ; « = 1 , . . . , m) . 

Die analytische Darstellung dieses FundamentAlsystems ge- 
staltet sich Shnhoh wie in § 53. 



§ 56. BelspleL 

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichtmg 
(vgl § 52) 

(21) ^_(_5» + g'eos20*, 

worin q nnd g' reelle Konstante sind. Wir stellen znnächst 
die Fundamentalgleichung auf. 

Wir denken nns zwei linear unabhängige Lösungen 
fi(t), ^(0 bestimmt, welche die Änfangsbedingnngen erfOllen: 

,„,, i/.(0)-i, nm-0, 

' ' \/.(0)-0, ß(0)-l. 

Die Funktionen f,{t), fj{t) lassen sich immer als Potenz- 
reiheu von t darstellen, welche für alle Werte von t kon- 
ver^eren, da ^ = oo die einzige singulare Stelle der Diffe- 
rentialgleichung (21) ist. Wir lernen aber nachher zur 
Berechnung dieser Punktionen eine andere Methode kennen, 
welche sich namentlich dann empfiehlt, wenn ^ klein ist 
Setzt man t = —t, so geht die Differentialgleichung (21) 
über in 

-^ = (-«* + ?'co82t)x, 

r.,--:S....GoOQlc 



und die znr Bestimmnng der Lösong fi(t) dieDenden Be- 
dingungen x=l, —TT = für / = gehen über in a; = 1 , 
^ = 0fürt-0;e8ietal«) /,(*) = /,(t) = ;;(-0» 'J- •>• 
fi(t) ist eine gerade und folglicli fl{t) eine ungerade Funktion 
von t. Setzt man weiter ?«■ — t, x = —%, so erh£lt man 
die DiEferentialgleichnng 

die zur Bestimmung von (^{t) dienenden Bedingungen x = Q, 
-J-1 für i = werden j-0, -^ = 1 för t = 0, es 

ist also a:(i) — E(t) oder;',(0 /«(-'). d.h. f,{t) ißt eine 

ungerade und folglich ftit) eine gerade Funktion von t. 

Die Funktion co8 2( besitzt die Periode n. Ersetzt 
man f durch ^ -f 'i I so gehen die Lösungen /,(<), /,(^) über in 
f23^ / /i (' + 5») = «1. A (0 + <h* fi (t) , 

Durch Differentiation dieser Gleichungen erhält man 

r211 I f'^' + "' - »"'ii"' + ""ß") ■ 



Da die Differentialgleichung (21) kein Glied mit -^r- ent- 
hält, 80 iet . . '" 
(25) h" "^^ -1. 

I «11 - «Ml 

Eb ist nämlich die Determinante des Fundamentalsystems 
m, f,(t) nach § 11 

and folglich 

k.('+»). «('+>i)rki/i(<)+«„w'), ".imo+«»«(')l 
_|«ii. «1. 1 j/,(<), /T(<)| \fdt), nm] 

worans die Behauptung folgt. 

Hörn, QewShDliehe Diau«iitUlglalehui]«eiL 16. .^.^njp 
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Wenn man in den Gleichungen (23) nnd (24) t = 
setzt und die Anfangabedingungen (22) beachtet, eASlt man 

Löst man die Gleichungen (23) unter Berücksichtigung der 
Gleichung (25) nach fiii), ff{t) auf, so erhält man 

it,i.i)-<h,fAi+')--i,r,<.i+'-), 
' ' \m--<h,k(.t+'')+<hif,it+') 

und hierauB darch Differentiation 

(281 f«(')-««/I« + >.)-"»«« + >■), 

Wenn man hierin t= —n eetet und beachtet, daß 





fA- 


-«)-, 


r,(»), 


«(- = 


«) - -ß(>') 




u- 


-)- 


-/.(»). 


«(->.)-«(«) 


ist, eo ergibt sich 








(29) 




(%. 


-/!W, 


a« = 


■fiW, 




u> 


- f.(») . 


, Ojl = 


■ /■,(>■). 


Es ist also 










(30) 




a,,: 


-«.. - 


AW- 


/!(-.). 








«.1 


— s, 


"u 


_, 


!" - (o„ 


1 + "«)» + 


".1 




«1. - 


~s 






wird demnach 














»■- 


-äÄC") 


•s+l 


-Oi 


sie hat die Wurzeln 








(31) 




»1- 


.«"", 


8,-e- 


. **n 


vo h eine 


i Größe ist, welche 


der Gleichung 






2f,(ji)-», +8,-2 cos* ji 


oder 












(32) 






cos*» 


-AW 




genügt 













oy Google 



Die DJfferentiA^leiohuDg (21) wird duroli zwei perio- 
disclie Funktionen zweiter Art 

(33) iCi=c*»V(*), Xt=e-"**<p(-t) 
befriedigt, wo ip{t) eine periodische Funktion von t mit der 
Periode n darstellt, Ist |^i(ji)|<l, so ist k reell, die 
Funktionen Xi , Xj bleiben für aÜe reellen Werte von t 
endlich. Wenn |^(?i)|>l ist nnd demnacli h ' 
wird, Bo wird von den beiden Funktionen a^ , a^ die t 
für t = +<3o, die andere für (=— oo unendlich groß. 

Die Lösung fi(t) der Differentialgleichung (21) läßt 
sich in eine bestündig konvei^ente Fotenzreibe von ^ ent- 
wickeln, deren Koeffizienten Funktionen von t sind*): 

(34) /;(<) - F„il) + 5^,(0 + s"F,(() + . . . . 

Setzt man diese Reihe in die Differential^eichung (21) ein. 
und vei^leicht man die Koeffizienten der Potenzen von g', 
so erhält man zur Bestimmung von F^, J^ , Fj, ... Sie 
DifFerentialg] eich ungen 



(35) 



Damit 

/i(0)-i, /:(0)-o 

wird, unterwerfen wir die Fouktionen i^ , F^, f , , . . . , 
die dnreh sukzessive Integration nicht homt^ner Hnearer 
Differentialgleichungen bestänunt werden, den Anfangs- 
bedingungen 

Fa{Q) = i., J'i(0) = 0, 
F„iO) = 0, Fi{0) = {» = 1,2, ...). 
Aus der ersten Differentialgleichung (35) folgt 
(36o) F^ = HOB qt. 

♦) Vgl. S 67. 



<JC 






- w . 




d-F, 
df 


+ « 


^1- 


--fo 


l!082(, 


d'F, 
dV 


+ « 


■F.- 


-■Fl 


(!0S2(, 
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Die zweite Gleichong (35) wird hiernach 

-gff + l'^i- 00Bä(00B2i s^ '- + ^ '- ; 

sie hesitet die Löstmg 

mit dea willkärlichen Eonstanten «i , «t > welche vermittels 
der Bedingtuig Fi{0) = , Fi{0) •=• bestimnit werden. 
Man erhält 
/oo ^ TT- oosqt — CM(g +2)t co8qt — ooi(s — 2)t 

(36'> ^^ W+T) W^) • 

Die dritte Differentialgleichong (35) lautet jetzt 

t + XiCoa{q + 2)t + ßitn 

4-öCj0O8(ä + i)t + ßjCOB(q — 4,)t, 
EU be: 
Berüc 
F,{0) = 0, J?(0) = ergibt 



^ + ä»fi = «0 008«' + «1 cosfe + 2)< + Aco8(5 - 2)i 

4-öCj0O8(ä + i)t + ßjCOB(q — 4,)t, 

wo ein, . . . f ßg leicht zu berechnende EoefiBzienten sind. 

Die Integration mit Berücksiohtigang der Bedingung 



(36,) 



•a{q + 2)(\ ßi[oOBqt—co8lq — 2)f\ 



4{« + l) 4(2-1) 

fltj [coa qt~ coB (g + 4) t\ -ß^ [cos qi — cos (fi — 4) q 
8öT2) 8(F^2) • 

Fährt man so fort, so kann man beliebig yiele Funktionen 
Fn berechnen, falls q keine ganze Zahl ist. (Im Falle eines 
ganzzahligen q treten in den obigen Ausdrücuiien verschwin- 
dende Nenner auf; die abgeänderten Formeln ergeben sich 
aber nadi derselben Methode.) 
Man erhält schließlich 



cos*;— /,W-C0BS»[l-jj5j;jj-j^ä" + 

+ änqnl 



(37) . ■ "2,.(l-,>). 



16?(l-s')» ^■■•J- 
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Daß die ReUienentwickelimg von coshji nur gerade 
Potenzen von q" enthalten kann, erkennt man anf folgende 

Weiae. Ersetzt man t durch (+7,-, so geht cos 2^ in 

cos {2t + n) = — cos 2 1 und die Differentialgleichung (21) in 

__{_js_^co82*)a:, 

also ^ in — ^ über. Gleichzeitig geht die Lösung 

X = e** VW 
in 

z = c'*VW 
ober, wo 

die Periode ji besitzt. Wenn man cj^ in — ^ verwandelt, 
bleibt also cosAti nngeündert. In der beständig konver- 
genten Potenzreihe von g', in welche cos An entwickelbar 
ist, fehlen daher die ungeraden Potenzen von c^. 

Aufgabe. Oben ist die Berechnoug von H nur unter 
der Voraussetzung, daß q keine ganze Zahl ist, zu Ende 
geführt worden. Es soll jetzt gezeigt werden, daß im Falle 
g = 2 , d. h. für die DifferentialgleitdiUQg 

^-(-4 + 2'cos20a:, 
h imaginfir ist. 

§ 57. Lineare Differentlalgleichiingeii mit doppelt- 
periodlBcIieii Koefflzieaten. 

Die Koeffizienten Pi(«), . - ., Pn(«) der linearen Diffe- 
rentialgleiobnng 

seien eindealäge doppeltperiodische Funktionen (mit den 
Perioden axi und (Uj), welche für alle endlichen Werte der 
komplexen Veränderlichen u den Charakter rationaler Funk- 
üonen besitzen. Sie seien überdies so besohaflen, daß eich 
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daa allgemeine Integral y der DiETerentialgleidiiuig (38) als 
eindeutige Funktion von u darstellt 
Die n Funktionen 

(39) »-/;(«) (i-i,...,«) 

sollen ein FundamentalBystem der DififerentiaJgldcbnng (38) 
bilden. Ca 

(40) P4» + a>i) = J'*(«)» P*(u + «),) = P({u) (1 = 1,...,«) 
ist, so bleibt die Differentjalgteichung ungeändert, wenn man 
tt durch u 4* a>i oder durch u-^- m^ ersetzt. Demnach 
bilden sowohl die « Funktionen 

/i(« + cü,) (» = !,.. .,n), 

als auch die n Funktionen 

/((» + «>,) («-1, ...,») 

eio FoDdamentalsyetem, und es bestehen Gleichosgen von 
der Form 



(41) 
und 
(42) 



^1 (« + (Ol) = «1 1 ^1 («) + .-. + »1 -/-(») , 

fn(u + a>{i = a„i/l(«) + . . . + a,„/-(«) 

( /i(« + oj,) = 6ii/i(«) +. ■ . + &!-/;(«) , 

1 /»(« + a>i) = 6-i/l(«) + . . . + innMi*) , 



wo die a und b Eonstante sind. Die Funktionen fi{u), . . . , 
/!,(») erleiden also die durch die Gleichungen (41) dar- 

festellte lineare Substitution 8i . wenn u durch u -(- to^ , die 
uroh die Gleichungen (42) dai^stellte lineare Substitution iS^ , 
wenn H durch u + coj ersetet wird. E^ ist gleicbgältig, ob 
man u meret um cu^ und dann u + oi^ um oo, vermehrt 
oder ob man » zuerst um otj und dann u-\- tog um cu^ ver- 
mehrt Man erhält daher audi dasselbe Endergebnis, gleich- 
viel ob man die Funktionen fi, ■ . ■, fn zuerst der Sub- 
stitution 8i and das Resultat der Substitution Sj unterwirft 
oder ob man zuerst die Substitution S^ und auf das Resultat 
die Substitution 5, anwendet. Mit anderen Worten, die 
Substitutionen Si und S^ sind vertansohbar. 
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Wir eetzeo 



(44) 



A{«) = 




wir beseichneu mit 

die Wnrzflln der Qleicbniig Ai{s) « und mit 

si', -.-, sfi 
die Wuireln der Gleichung j4,(s) = . Es sei s' eine ein- 
oder mehrfache Wurzel der Gleichung Ai{s) = . Dann 
ist mindestens eine Lösung der Differentialgleicliang (38) 
vorhanden, welche sich mit y multipliziert, wenn u durch 
u + o>i ersetzt wird. Die allgemönste derartige Lösong sei 

F(u) - (\F,(u) + ... + C^F^{u) , 
wo Ci, . . ., Cm willkürliche Konstante sind. Es sei also 

Ft(u + (Ol) = «'F,(«) (t = 1 , . . . , »») 

und folglich auch 

F{u + o), + (o,) = s'j;(« + a>,) (» = 1 ,...,«) . 

Die Fanktion Fi(u + a>,) multipliziert sich also mit ^, wenn 
u durch u + % ersetzt wird; sie ist folglich eine tineare 
homogene Funktion von Fi{u) , . . . , Fm[u) . Wir können 
also schreiben: 

J-iX« + «),) = Qi J'.C«) + . . . + Ci„ JUi«) , 

■F,(a+ co,)^ C„, J'i(«) + . . . + C„^Fm{u) , 
wo Cii, .. ., Cm» Konstante sind. Daraus schließen wir, 
daß mindestens eine lineare homogene Funktion von 
Fj^[u), ..., Fm{u) mit konstanten Koeffizienten c^ , . . . , c„, 

f{u)=CiFi(u) + ... + emF^(u), 
vorhanden ist, welche sich mit einem konstanten F*»*-' 
multipliziert, wenn u durch u + (u, ersetzt wird. Ein 
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Faktor kann aber nur eine Wurzel 5" der Gleiobang 
-4j (5) = seio. 

Die FanktioD f(u) erfüllt also die beiden Gleicfanogen 

(rtK + O-J-ä-A«). 

sie ist eine doppeltperiodische Funktion zweiter 
Art mit den Perioden coi, to^ nnd den Multiplikatoren 
y, s". Die Differentialgleichung (38) wird durch mindestens 
eine doppeltperiodisohe Funktion zweiter Art befriedigt 
Die Anzahl der linear unabhängigen doppeltperiodisdien 
Lösungen zweiter Art ist mindestenB gleich der Anzahl der 
verschiedenen Wurzeln der Gleichung ^1(8) = (oder der 
Gleichung ^(«) = 0). 

Wir beschränken uns aof den Fall, daß sowohl die 
Gleichung Ai{s) ^^ als auch die Gleichnng J^is) = 
lauter verschiedene Wurzeln besitzt. Ist t irgend 
eine der Zahlen 1, ...,», so entspricht jeder Wurzel 4 
der ersten Gleichung eine bestimmte Wunsel sf' der zweiten 
Gleichung und eine Lösung ^(u) der Differentialgleichung 
mit den Eigenschaften 

(461 (/■,(» + <»,)-!;/,(»), 

* ' l /,(• + «..) -«(»)• 

Die Diiferentialgleichnng wird also in diesem Falle 
durch n doppeltperiodieche Funktionen zweiter 
Art befriedigt, welche ein Fundamentalsystem bilden.*) 

§ 58. Beispiel: lam^sehe DifferentiBlglelehnDg. 

Als Beispiel diene die Lam^sche Differentülgleichang 
(§ 39, Beisp. 6) 

(47) g=.(^p(„)+B)yj 

darin ist p{u) die Weierstraßsche doppeltperiodiache 
Funktion mit den Perioden ot, und (o,**); Ä und B sind 

*) Vgl. Pioard, Traitä d'Analyae, Bd. m, S. lOSff. 
**) Die im folgenden benutzten Formeln aus der Weier- 
strafischen Theorie der elliptischen Funktionen finden sich z. B. 
bei B. Fricke, Analytiscb-fuoktioneQtheoretisohe Vorlesungen, 



.(A + Bu'+...)y. 
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Konstante, welche wir bo bestimmea, daß das allgemeine 
lotegral der DifferentialgleicliuDg (47) eine eindeutige Funk- 
tion von u ist. 

Die im B^dHchen gelegenen Bingulären Stellen der 
DifferentialgleicliaDg sind m^w^-i-m^tOi, wo m^ , m, positive 
oder negative ganze Zahlen (einschl. Null) sind. In der 
Umgebung der singulären Stelle » = besteht die Reihen- 
entwickelung 

BO daß die Differentialgleichung die Fonn hat: 

du' 

Damit die Integrale in der Umgebung der Stelle u =• 
eindeutig sind, müssen die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichung 

r{r -1) = A 
ganze Zahlen sein, welche wir mit — n und n + 1 bezeichnen, 
wobei n positiv sein m6ge. Es muß also 
(48) ^ = «(» + 1) 

sein, während B beliebig bleibt Dann ist ti = ein Pol 
nter Ordnung des allgemeinen Int^;rals; dasBelbe gilt für 
sämtliche Stellen u = m^ w^ -|- m, a>| . Das allgemeine Inte- 
gral ist also eine eindeut%e FuoktioD von u . 
Nach § 57 wird die Differentialgleichung 

'■"" 0-[»(» + l)P(») + -Bl!( 

sicher durch eine doppeltpeiiodisohe Funktion zweiter Art 
befriedigt, welche sich durch die Transzendenten der Theorie 

S. 173ff. — Genaueres aber die Lam^Boben Funktionen in der 
hier benutzten Bezeiobnusg bei Halpben, Fonctione elliptiqu««, 
Bd. II, E&p. 12; Hermite bat bei aeinen Untersucbungen (Sur 

Quelques applicationB des fonctiona elliptiques, Paris 18S&) die 
lifferentialgleiobung in der Form 

benutzt. 

i..-.:s....GooqIc 
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der elliptischen Funktionen aosdrficken tSBt. Wir Beigen 
nStDlioli, daß sich » Eonstante o, ,...,<!„ so bestimmen 
lassen, dafi der Ausdruck 

(50) y_cC + «.)^.^o(« + ».)^-,ffM 

der Differentialgleiclinng (49) genügt. 

Die logarithmisclte Differen^tion dieses Ausdmcks 
ergibt 

- — -^[a« + *) - ««) - twi 



y du 



1 yr yW-p'W 



p{u)—p{a,) 
Durch nndimaligp Difierentiatioti erliSlt man 

Es iBt aber 

i /-* V _ 1 V Cs^Liiwy 

y' Vli»/ 4-^ \pl,u)-p(/i,)) 

^■CTfS P(«>-i>W jp(")-J>(«i) ' 

wenn man das AdditioDstheorem 
berücksichtigt, erhält man 

DC|n..Sj,CiOOglc 
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Unter Berflcksiohtigung der Gleiohung 

j/»(«) = 4p8{«) - gtpiu) - flig 
wird 

i>(")-pW yM-pW 
■ iy'M - ii,j>(«) - 9, + ji'Wji'W -ywfj/W ^ii-W] 
~ . Iii(«)-i>(«i)][p(«)— Ji(»i)) 

-4W»)+pW + p(a,)] 

yw+yw r /w-j/M _ p-(a.)-y(i.) l 
J>W— pW lp(«)-?W p(«)-pwJ 

und 

y^-»(»+i)p(«)+(2»-i)_2'pw 

^■fSt i^ pW -?("•) Ly(«) -pW j>(») -i>(«i) J ' 

Damit die redite Seite dieser Oleiohung gleich 

«(« + l)p(«) + S 
wird, setzen wir 

(51) (2»-l)2'p«-Bi 

wenn wir rechts die Glieder mit 

y(a,)-p-(») 

zuaammeiifaa8en und die Koeffizienten dieser « Ausdrücke 
gleich Null setzen, haben wir die n BedingUDgen 

! y(»i)+y(a,) p-w+yc»,) _„ 

*(»!) -pW pW-pW ■" ' 

p'(a,) +?■(«,) yW +y(a,) _j, 

pW-pW pW-p("i) 
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Da die Summe der linken Seiten der n Gleichimgen (&2) 
verschwindet, so befinden sich darunter nur » — 1 nn- 
abhfin^ge Gleichungen, welche in Verbindong mit der 
Gleichung (51) n Gleichungen zur Bestimmong der » Kon- 
Btantcn Ol, . . . , On liefern. 

Die Differentialgleichung (49) bleibt ungeändert, wenn 
man u in — ti verwandelt; daher erhält man eine zweit« 
Lösut^, wenn man in dem Ausdruck (50) u durch ~ « er- 
setzt. Auf den Ausnahmefall, daß die beiden so gefundenen 
Lösungen übereinstimmen, wollen wir hier nicht eingehen. 



z.sjvGooqIc 



Elementare Integrationsmethodeii. 

Multiplikatoren 

von Differentialgleichungen.*) 



§ 59. Elementar integrierbare Dlfferentlalgieichnn^en 
erster Ordnong. 

Die älteren Mathematiker haben sich rorzngeweise mit 
aolohen speziellen Differentialgleichungen beschäftig welche 
sich mit Hilfe von Quadraturen (gewöhnlichen Litegralen) 
lÖeen laesen. In denjen%en Fällen, in welchen sich diese 
Quadraturen vermittels elementarer Funktionen ausführen 
lassen, gelangt man zu Differentialgleichungen, deren Lösung 
nnr elementare Funktionen erfordert 

Wir betrachten zunächst einige Klassen von Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung, welche sich 
durch Quadraturen integrieren lassen. 

1. Trennung der Variablen. Ist in der Differential- 
gleichung 



*) Die Anwendung der von Lie geschaffenen Theorie der 
Transformalionegruppen auf die Integpration von Differentül- 

£leichungeii wird hier nicht behandelt. Zur EinfQhning in die 
liesche Theorie dient: Lie-Sobeffers, Vorleaungeit Ober Diffe- 
rentialgleichungen mit bekannten infiniteaimaleu Transfornta- 
tionen, Leipzig 1891. — Vgl. Enzyklopädie der mathematisohen 
Wissenschaften, Bd. IIA, 4b. 



254 ^- Abschnitt. Elementare Integrationsmethoden. 
die rechte Seite von der Form 

wo P nur von x und Q nur von y abhängt, Hegt also die 
Differentialgleichung 

(1) P{x)dx+Q{},)dy = 

vor, 80 ist das allgemeine Integral 

jP{x) dx +fQ(i/) dy = Conet 

Differentialgleichungen von anderer Form lassen sich 
bisweilen durch Kinfühning neuer Variablen auf solche 
Differentialgleichungen zurückfähren, in denen die Variablen 
getrennt sind. 

3. Homogene Differentialgleichungen. Die Dif- 
ferentialgleichung 

P{x,y)dx + Q{x,y)dy^(i 
heißt homc^en, wenn P und Q homogene Funktionen gleicher 
Dimension von x und y sind. Ist diese Dimension die mte, 
so hat man, wenn X eine willkürliche Größe darstellt, 

P{Xx,ky) = l'>P{x,y), Qßx, Xy) = X" Q{x , y) . 

Setzt man X = —, so nimmt die Differentialgleichung die 
Form . . 



dy ^ P{Xx,ly) 
dx Q(Xx, Xy) ' 



Pl,-^ 



ei,^ 



an. Setzt man 



dy 
dx 



^^u-\-x — 
dx dx ' 

) geht die Differentialgleichung Sber in 

du 

^^ = A»)-« 

r.,--:S....GoOQlc 



§ 69. Differentüügleidtuiigon enter Ordnung. 255 

au dz 

Die beiderseitige Integration ergibt 

Zum Soblu£ ist u dnrob — zu ersetzen. 

X 

3. Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 

(3) ^-p(«)j,+ew 

läßt sich vermittela der Methode der Variation der Kon- 
stanten integrieren, welche in § 13 bereits für eine lineare 
Differentifllgleichong beliebiger Ordnung dai^stellt wurde. 
In der reduzierten Differentialgleichung 

lassen sich die Variablen trennen: 

die IntegratioD ergibt 

log»-/P(»)iiir + logO 
oder 

(5) y-cJ'"^", 

WO C eine willkürliche Konstante darstellt. Wir verstehen 
nun unter G eine Funktion von x, welche wir so be- 
Btimmen, daß der Ausdruck (6) die Differentialgleichung (3) 
befriedigt. Die Einsetzung von (5) in (3) ei^bt 

oder, da des zweite Glied der linken Seite mit dem ersten 
Glied der rechten übereinstimmt, 

f-e(.).-/-.'-. 
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DaraoB i 



C = fQ{x)e'f''^''^"dx + c 



wo c eine iKÜlkürlicbe Konstante ist. Durch Eiosetzong 
dieses Wertes in (5) erMlt man die allgemeine Lösung der 
linearen Differentialgleiclimig (3) in der Form 

(6) ,_«/"■"-. [/eWe-/"«"<;« + .|. 

4. Die Bernoallische Differentiatgleiohung 

(7) ^ = F{^)y + Q{3:)r 
geht durch Multiplikation mit y~" über in 

Setzt man , 

so hat man die lineare Difierentialgleichnng 

5. Kennt man von der verallgemeinerten Biooati- 
schen Differentialgleichung 

(8) Ä_P(»)j. + e{i)j,+ii(^) 

eine partikuläre Lösung y = ^j , so läßt sich die all- 
gemeine LSsung durch Quadraturen finden. Setzt man 
nämlich 

? = ?! + «, 

so geht die Gleichung (8) fiber in 

^ + 1^ -PWM + 2».« + «») + «W(j, + «) + «(«); 

ist, so genügt e der Bernoullieohen Differentialgleichnng 
~ = [2P{x)y, + Q{x)]e+ P{x)e* . 



■ 
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Vgl. über die aUgemeine BiccstisclLe Differenüal- 
gleidiung ond deren Zusammenhang mit der linearen Diffe- 
rentialgleichong zweiter OrdnangScbleBinger, 8. 8., Kap.IL 

6. In der Differentialgleiobmig 

fehle die unabhängige Veränderliche X. L£Bt eidi die 
Glndinng nach -~ anflösai: 

so erhält man doroh Trennong der Variablen und Integration 

/ — ^ = a; + Conet. 
Ist die Glffldiimg nadi y auflösbar, so hat man, wenn 

^- 

gesetzt vird, 

Don^ Differentiation der letzten Gleidiung nadi x eriiält 
man , 

und hieraus durch Trennung der Variablen und Int^ration 

x-/«ä& + Oon.t. 

Man hat hiernach x und y als Funktionen einer Hilfa- 
Tariablen p daigestellt, die sich unter umständen elimi- 
nieren läßt 

Die Differentialgleichung 

(10, 4'^)-«' 

in welcher die abhänge Veränderliche y fehlte läßt sich 
ebenso behandeln, wenn man die Rolle der beiden Ver- 
änderlichen TertauBcht 



Hörn, GawObDllohe DlflerantlalglAiehuugen. 



X. Absolmitt. lUementare Integra 



7. Die Differentialgleiohm^ 

(11) y-im + fi-p). 



"- -dx 
ist, irird nach x differentiiert. Mui eiiiält bo 

P-/(l>) + [«/'C!>) + ?'W]|| 
oder, wenn f{p) nicht gleich p ist, 

i" 1 ^ Art . ¥[p) (, 

Faßt man j) als nnabhäogigre, x als abhän^ge Veränderliche 
auf, 80 hat man eine Uneare DifferentiaTgleichiuig, welche 
nach 3. integriert wird. Man erhält so x als Funktdon von p 
und einer willkürlioheii Konstanten c: 

x = F{p,c). 
Man bat p ans dieser Gleichung und der Gteichnng (11) 
zn eliminieren. 

8. Die ClairautBche Differentialgleichung 
(12) y=px + q>(p) 

geht ans Gleichung (11) für f{p) = p hervor. Durch Diffe- 
rentiation nach X erhält man 

p-p + [x + ^(jp)]^ 





[« + »'W]^-o 


Entweder ist 
slao 


ll = °. 




p-c 


konstant, 80 


aaB noh die Lösung 


(13) 


tl = cx + <p(c) 
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§ 60. Diflerentulgleiohungen höherer Ordnung. 259 
ergibt Oder es ist 

(14) x + q/{p)~0; 

eliminiert mao p aas (14) and (12), so erhSlt man eine 
Gleichung zwischen x und j/, 

(15) F(x,!,) = 0, 

welche die Differentialgleichong (12) be£Fieäigt^ aber keine 
willkürliche Konstante enthält. 

Die Gleichung (13) stellt eiue Schar von geraden 
Linien dar; haben mese eine Enveloppe, so findet man 
dieselbe, indem man die Gleichung (13) partdell nach c 
differentüert und zwisdien der so enialtenen Gleichung 

und der Gleidrang (13) e eliminiert. Das EliminationB- 
resultat ist die Gleichung F(x, t/) <=> 0, welche oben durch 
Elimination von p aus den beiden Gleichungen (12) und (14) 
gefunden wurde. Die Gleichung (15) bildet eine singulare 
Lösung der Clairautsohen Differentialgleichung; sie stellt 
die Enveloppe der die allgemeine Losung bildenden Geraden- 
Bchar (13) dar; sie enthält keine willk^liche Konstante, sie 
^ht aber auch nicht aus der allgemeinen Lösung durch 
Einsetzujig eines spezieUen Wertes für die Konstante c 
hervor. Vgl. die Behandlung der singolären Lösungen im 
Xm. Abschnitt 

§ 60. Spezielle DlfferentJdglelcImiigeii höherer 
Ordnung. 

Wir betrachten einige Klassen Ton DifferentialgleichnngeD 
zweiter und höherer Ordnung, welche sich auf Differential- 
gleichungen niedrigerer Ordnung zurückführen oder 
durch Quadraturen integrieren lassen. 

Wir nehmen zunächst an, da£ in der Differentialgleichnng 
zweiter Ordnung 



fehlen. 

47t^ooQlc 



eine oder zwei der Größen x, u, —^ fehlen, 
ax 
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1. Die Differentialgleidinng 

geht, wenn man 

dy 

setzt, ia die DifFerentiatgleiohuDg erster Ordnung 

fiber. Ist diese in der Form p ~ tp{x, c) integrier^ so Iiat 
man die Lösong von (16) 

y=j<p{x, c)dx-\-d 
mit den beiden Integrationskonstanten c, d . 

2. Die Difierentialgleichnng 

geht, wenn man 

Ay „ ^y ^A:e ^ dj? 

da:""^' Ax"» Ax ^ dy 
setzt, in eine Differentialgldohnng erster Ordnung zwischen 
p und y ober: 

4.i.,^f)=o. 

Ist das allgemeine Int^;ral dersdben in der Foim 

p = <p(tf,c) 
gefiuden, so ist 

dy dy 



also 



dx >= — = —. r , 

P <p(y, c) 



, f dy 
J tp{y, c) 



3. Die Differentialgleiclinng 
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i 6U. DüFerentialgleichungren hOhoer Ordnung. 361 
Trird, wenn man 

Duroli TreDnnng der Variablen and Integration erhält man 

fW' 

dy=pdz= - 



-f^>^- 



weiter ist , 

' f(P)' 
alm . , 

Dordi Elimination von p erhält man dne Oleiohtmg ewi- 
Bchen X undy mit den beiden willkürlichen Konstanten e,if. 
4. Die Differentialgleichung 

(") S -'■("> 

geht durch Multiplikation mit 2 dy über in 

hieraas folgt 
und 

^-pm ■'!>+'■ 

Darob Wurzelauszieliuiig und Trennmig der Variablen er- 
hält I 

dp 



"k 



(20) 



)'2//-(j,)<iy4 
5. Die DiffereDtialgleiohutig 
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hat die den ÄnfiuigsbedmgtiiigeD x = a, y = 0, -^ = 
genOgende partikuläre Löstmg 

y=jdxff{x)dx 
oder " " 

(21) y=J{x~g)mde. 

Durch DiffereotiatioD des Ausdrucke (21) erhält man nämtich 

Die durch die Aufangsbedingungen x = a, y == c, -==- = & 
bestimmte LöBung von (20) ist also 

y =J(x — B)f{e)ds -\-ex-\-'f . 

Bemerkung. Ahnlich findet man das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung 



■frr^/<" 



mit den n willkürlichen Eonstanten Cj , . . . , c^. 
6. Ist die Differentialgleidiung «ter Ordnung 
F(x,y.!^, ...,y(-)) = 
homogen in bezug auf jr, y', . . ., ^"', so wird sie 
durch die Substitution 

,22) ^ ,../-. ..^ 

in eine Differentialgleichung (n— l)ter Ordnung mit der 
abhängigen Veränderlichen e übei^führt. 

Nehmen wir e. B. n » 2 an, handelt es sich also am 
die Differentialgleichung 

F(_x,y,y,y")-0, 

d,-..:s..vGooqIc 
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und bestellt die Identität 

F{x, Xy, Ay-, >ljO = ^'Fix, y, y', y^ 
fOr willkürlicfaeB X, so haben vir 

y = e/"', j/^gj'*', y"=(i(' + 2>)c/"''; 
die Differentialgleichung kann in der Form 

F{x,Xy,i.i^,Xjf')^0 
geachriebeD und 

j -«-/■'■ 

angenommen werden; sie geht also in die Differential- 
gleiohong erster Ordnung über: 

F(x, 1,«, ?'+»») -0. 
So wird die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

durch die Substitution 

^ _ dlogy 
dx 
in die Biocatiecfae Differentialgleichung 

if-ire* + P{x)z+Q{x) = 
übeisefülirt *). 

Ist die allgemeine Lösui^ der DifferentialgleichuDg 
zwisdien g und x in der Form 

» = (p{x , c) 
gefunden, so ist 

7. Eine in bezug auf x, y, dx, dy, d'y, ..., d'^y 
mogene Differentu! ' ' " " ' 

durch die Substitution 



homogene Differentulgleiohung nter Ordnung läBt sich 

(23) x = i^, y-e'«, «-^ 

in eine Differentialgleichnng (n — l)ter Ordnung zwischen t 
und u überführen. Wir nehmen z, B. die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

•) Vgl, Schlesinger, 8. 9., Kap. U. 
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erföllt, also in der Form gesolmeben werden kann: 
Setzt man darin X = e'' und beachtet man, da6 
ist, 80 hat man die Differentialgleichimg 
welche, wenn man 



de d*B du du 

setst, in die Differentialgleichung erster Ordnung 

f{i,s,u + b,u-^ + u\ = 

übeigeht. Kennt man deren allgemeinfl Ii58ung 
u = q^ie, c) , 



HO hat I 






t = It^a: , 
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§61. Multiplikator einer DifferentialgleichuDgrersterOrdaiing. 265 

§ 61. Der Hnltipllkator einer Differentjslgleieliiuig 
erster Ordnnng. 

In der DiffereDtialgleichuiig erster Oidnnag 



=-n^,9) 



(A) dy-f(x,t/)dx-0 

stelle f(x, y) eine analjtiBche Funktion von x, y dar, welche 
in der Umgebung der Stelle x = a, y = b regulär sein 
möge. Die entsprechende p&rtielle Differentialgleichung (§ 7) 

SF SF 

(24) 57 + «-.!')^-» 

wird durch eine in der Umgebung der Stelle x = a, y-=b 
reguläre analytische Funktion F{x, y) befriedigt; ihre all- 
gemeinste LSsung ist 0[F(x, y)\, wo eine willkürliche 
Funktion von F darstellt. Die Funktion jS{x,y) stellt 
dann ein Int^ral der Differentialgleichung (A) dar, d. h. sie 
ninunt einen konstanten Wert an, wenn für y eine der 
Differentialgleichung (A) genügende Funktion von x ein- 
gesetzt wird; dasselbe gilt von der Funktion 0[F{x,y)]. 
Setzt man 

SF 

80 ist nach (24) 

also 

(26) fi[dy-t{x,y)dx-\^dF; 

d. h. die linke Seite der Differentialgteichang (A) geht durch 
Multiplikation mit einer Funktion [a von x und y in das 
vollständige Differential einer Funktion F von zwei un- 
abhängigen Veränderlichen x, y über. Jede Funktion fi von 
der Art, daß die mit fi multiplizierte linke Seite der Diffe- 
rentialgleichung (A) ein vollständiges Differential ist, wird 
integrierender Faktor oder Eulerscher MuUiplikat' 



266 ^ AbsdiiiiU. Elementare Int^retionamethoden. 

der DifFerentiakleiohnng (A) genannt Ist ein soloher 
Multiplikator beiannt, so findet man die zogehörige Fonktion 
^■(3:, y) durch Integration eines vollständigen Differentials 
Termittels Quadraturen *). Die DifFerentialgleichuDg (A) ist 
dann gleichbedeutend mit 

dF(x,y)~Q, 
und man hat ohne weiteres die Integralglöchnng 
(26) F{z,!f)'=C. 

Ist /i ein Multiplikator nndf das zugehörige 
Integral der Differentialgleichnng (A), so ist 
fi-q)^ der allgemeinste Multiplikator, wenn rp 
eine willkürliche Funktion darstellt Denn aus 
der Gleichung 

dF=fti^y-fdx) 
folgt, wenn 0{F) eine Punktion von F mit der Ableitung 
0'(F) = 9J(J^ bcBeichnet, 

d0{F) = ^(F)dF ~ iA<p{F){dy ~fdx) . 

Die Funktion fi • p{F) ist also ein Multiplikator. Daß 
sie zugleich den allgemeinsten Multiplikator darstellt, er^bt 
sich folgendermaBeu. Ist ~fi ein von fi verschiedener Multi- 
plikator, so bestehen Gleichungen von der Form 

dF dF 

H{dy-fdx) = dF=-^dx-\- -^dy , 

_ ftv 
-fi{dy-fdx)=dF = 

wo F ebenso wie F eine Lösung der partiellen Differential- 
gleichung (24) darstellt Setzt man F — 0{F) , so hat man 

''- B, • '' Sy- »y ^^"^ Sy 

oder, wenn ^{F) = <p (i^ gesetzt wird, 

■pi = fi-<piF). 

*] Vgl. F. Me^er, Düfereatial- und Integralrechnung^ Bd. n 
(Sammlung Schubert XI), § 39. 
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Wir bÖDoen auch aolireibeit: 

(27) ^-W-F). 

Es gilt also der Satz: 

Der Quotient zweier Multiplikatoren stellt, 
falU er nicht von x, y unabhängig ist, ein Inte- 
gral der Differentialgleichung dar. 

Ist /t ein Malüplikator und F das mgehSrige Integral, 
Bo besteht die Gldcnang 

SF BF 

fi {dy — fax) '^dF~-^dx + -^dy; 



es ist also 



folgt 



Sx dy 

BF 

_ß_ I BF \ _ _e_ fdF\ 
By \dx } Sx\By/ 



BF . BF 

= -fif 



Jeder Multiplikator fi der Differentialglei- 
chung (A) genügt der partiellen Differential- 
gleichung (28). 

Beispiele. 

1. Die in § 59 int^rierte homogene Differentialgleichung 



besitzt den Multiplikator 


1 


y- 

Deon der Ausdruck 


MQ 
©- 



'© 
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268 2- Abschnitt. Elementare IntegntionemeUioden. 
welcher durch die Snbstitntion y = xu in 



übei^eht, ist ein ToIlstÜndigeB DifFereoldal. 
2. Die lineare Dilferentialgleichmig 

du 
hat den MultipUkator 

da das Produkt 

e'f''"[dy-{Fy + Q)dx], 
welches durch die SubstitutioD 

dz-e-i^*'-Qdx 
übergeführt wird, ein vollatändiges Differential ist. 

§ 62. HnltJpUkatoren Ton Systemen ron Differentlsl- 
pleiehnn^D.*) 

Dem im ersten AbBohnitt_ betrachteten Differential- 
system (A) geben wir unter Änderung der Bezeidmung 
die Form 

wo Xi eine analytische Funktion der n + 1 Verfinderlichen 
Xq, Xi, . . . , Xn darstellt^ oder 
(B) äXi—X^dSa-^O, ..., dXn — X^dxa^O. 
Die zugeordnet« partielle Differentialgleichung (§ 7) 



.A.OcIi^lC 



§ 62. Uultiplikatoien t. Systemen v, DifferentialgleiohuDgen. 269 
besitzt » aoalTtifiche LSsungen 

F((a^ ,Xi,...,x^) (» = 1 , . . . , n) 

TOQ Bolcher BeBchaffenheit, daß die Funktionaldetenniiiante 

nicht identisdi verBohwindet; die allgemeinete Lösung von 
(29) ist eine willkürliche Funktion dieser n Lösungen : 

Jede Lösung F(xt,, x^, . . ., Xn) der partiellen Differential- 
gleiohnng (29) stellt ein Integral des Systems (B) dar, d h. i^ 
ninunt einen konstanten Wert an, wenn man für ;i^ , . . . , x^ 
Funktionen von x^ einsetzt, welche das System (B) befriedigen. 



(30) 



Wir setzen nun 

OX, '^ OXn 



wo F{Xo ,Xj^,...,x„) eine Lösung der partiellen DifFerential- 
gleichnng (29) bezeichnet Dann ist 

^Mdxi -X,dXo) -2'lf ^^'^ - ^ ^""o) 

SF , , SF ^ , . SF ^ 

•^dF(Xo,Xi, ...,»■). 

Jedes System 

/*i » ■■■ , /in 
von » Funktionen der »+1 Veränderlichen a^, 
a^, ..., x^, welches den Ausdruck 

2^fi4{dxt— XidXg) 

zum vollständigen Differential einer Funktion 
■^(^) i>kt •••>^i>) macht, heißt ein System von 
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Multiplikatoren (integriereDden Faktoren) des 
DifferentialByetems (B). 

let f*i, . . ., ftn ein beliebigeB MnltipIikatoreDsystem, 
80 ist 

ÖF ■vS BF 

alBo 

8F ^ ^ SF ,. , 

daraae folgt 

d. b. die Funktion F genQgt der partiellen DiEFerential- 
gleiohang (29), eie Btellt demnach ein Integral des STBtema (£) 
dar. Ist ein Moltiplikatorensystem f»^, ..., fi„ bekannt, 80 
findet man das zugehörige Integral F des DifTerential- 
SfBtems (B) als Int^ral eines vollständigen DifferenüalB 
durch Quadraturen. 

'Wir haben den Satz bewiesen : 

Ist F{x^, Xi, ..., Xn) eine beliebige Lösung 
der partiellen Differentialgleichung (29), so ist 

SF BF 

lH=j^> •■■, /*"-ö^ 

das allgemeiuBte MultiplikatorenBystem des 
Differentialsyatems (B). 

Sind f , , , Fn n unabhänmge Lösungen der par- 
tiellen DifTerentialgleiohnng (29), d. h. n Lösungen, dann 
Fnnktbnaldeterminante 

g(JV,..., J,) 
e(x„....xn) 
nicht identisch verschwindet, so hat man die n Mnlti- 
plikatorenB^Bteme 
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(31) 


« ex,' ■■■' 




(i-1,.. 


Dann wird die Determinante 






ri" ;«2i 






■' Sx, 


(32) Jf- 




- 












rf'. •••. rf' 






SF, 

■■ ei: 



ein Jacobischer Multiplikator des Differential- 
systeme (B) genannt. 

Aus einem Moltiplikator M erffhi sich der aUgemeinste 
Multiplikator durch Multiplikation mit einer bdiebigen 
Lösung F der partiellen Differentialgleicliung (29). 

Denn ist 

j^^eiF„...,F.) 



da Multiplikstor und 



S(Xi, ...,Xn) 



3(f;,...,.F,) 

d(xi, . . ., rc«) 

itgend ein anderer Multiplikator, so lassen sich die un- 
abhängigen Lösungen F^, . . ., F^ der partiellen Differential- 
gleichung (39) in der Form darstellen; 

J\=.*i(J',, ...,F,), ..., F^=0n(Fi, ...,t,). 
Dann ist 

-^_ djiP,, . . ., 0,) djF,, . . ., Fn) 
B{Fi, ...,Fn) 5(«i, ...,x,) ' 
wo die nicht identisch verschwindende Funktionaldeter^ 
minante 

a(!P^,..., <P.) 

Ö{Fi, ...,F,) 
als Funktion 0(Fi, ..., J«) der Lösungen F^, ..., F, 
von (29) ebenfalls eine Lösung F der partiellen Differential- 
gleiohnng (39) darstellt — Ist umgekehrt 

!=■ ^{Fi, ...,F») 

i..-.:s....GooqIc 
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^e beliebige liösiing von (29), bo wählt man F^ als 
Funktion von F^, . .., F^ ao, daß 



«■Fl 

aF. 

üt, während 


*« F.) 




I,~I, 


F.-F. 


gesetzt wild. Dann ist 






äF, 


SF^ eFi 




S{F„...,F.) 
S(,F,, ..., F.) 


0, 


Jf, JK- 

1, ..., 


- 


ea ist also 


0, 


0, ..., 1 




FM~\ 


w, 


...,F.)SiF,, ...,F,) 


ft. 


...,F.) fi(ai, ...,».) 


c 


W. 


■■,!.} 2 








F; 



S(x„ . 



,a:.) 



der aua dem Lösongssystem Fi, • . . , F» hervorgehende 
Multiplikator. 

Wir beweisen den weiteren Satz : 

Jeder Multiplikator M des Differential- 
Systems (B) genügt der partiellen Differential- 
gleichung 

(-) lf+^ + - + ^ = 0; 

und umgekehrt stellt jede LSsnng .Af dieser par- 
tiellen Differentialgleichung einen Mnltipli- 
kator dar. 

Um den ersten Teil dieses Satzes zu beweisen, bezeichnen 
vir die Determinaot«, welche aus 

I dFj ÖFy 

Sxi ' ' ' ' ' dx^ 



SF„ 



ÖFn 



DC|n..SjvGoOQlC 
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dadaroh hervorgeht, daß man die Elemente der ftt«n Kolonne 

5-f, SFn 



dnrch 









ersetzt, mit 3f». Ee ißt also 




SF^ eFj_ dF^ ÖF, ÖFt 
divi ' '" ' dxi-i ' dxQ ' dait+i ' " ' * flx„ 




iU = 








8F, 8F» dFn 8F„ BF^ 

SXi' '"' SXk-l' ßXf,' dXit+i' '"' SXn 






&Fi _ dF, _ BFi ,. , 


man hat denmach 

M^=-M:Si {Ä=l, ...,n). 
Es ist also 




SM -^ S(MXt) SM -^ ÖMi 





dxo 



dxt 



Sxo 



dxi 



Daß die rechte Seit« identiech in x^, Xi, ..., x^ ver- 
schwindet, er^bt sidi durch direkte AuBrechnmig, läe wir 
der Bequemlichkeit halber für n = 2 aasführen. 
Für »<°> 2 ist 







«f, SF, 








Jf- 


ax,' Sx, 

eF, dF, 

ax,' ax. 


' 




«J?, 


dF, 




SF, 


eF, 


eF, 


Sx, 
SF, 


, M,- 


SF, 


SF, 


Sx, 


Bx, 




J^' 


Si, 



I, GeirOtmliche DiSerentialgleiohmigeii. 



...iWl..(10i^lC 





•^ ; i-F, er. 




cF, S'F, 




cM _ 

ix. 


Bx^bx^' cx^ 
vtFj SFt 

dxo öx, ' ex. 


+ 


ix,' ix, ix, 

er, i'F. 

ex, ex, ex. 


■ 


ix. 


d'F, dF^ 
äx^ dxt ' cXf 


+ 


cF, S-F, 

ix, ' ix,ix, 
aF, ö'F, 
ix, ' ex, ex. 


• 


cx. 


c'F, cF^ 

3xi cxj ' ßxo 
d^F, dFt 

dz^dzt' dza 


+ 


iF, i'F, 

ix, ' ix, ix, 
iF, i'F, 

ix, ' äx,ex. 




Datatu folgt ohne wäteres 


w. r- b. w. 

Um Htm ( 
zu bevebeD, st 


Bx^ dxi 

len ewetten Teil 
Izen wir 


Si 


,F.) 



e{xi, ...,x^) 

und verstehen unter M eine beliebige Lfienng der partiellen 
Differential^eidiong (33). Wir setzen 

M=MF{x^,Xi, ...,x^). 
Dann ist 



Sx^ 



+2- 



dxi, 



djMF) , y^ d(MX,.F) _^ 



Die zweite Gleichung schreibt sich 

JiM^^m^ \eF 

[ix, ^.fy ix, J ^ yäx. 



+2^''. 



.A.OCH^IC 



S 62. Hultiplikatoren t. Systemen t. DifferentialgleichuDgeii. 275 
oder, wenn die erste Gleichung berücksiditigt wird, 



.f-^^ 



' dxi 



= 0. 



Da M nicht identisoh verBohwindet, so ist 

SF , -^^ SF 






0, 



d. h. P ist eine Lösung der partiellen Djfferentialgleiohtmg (29). 
Daher stellt M^ MF einen Multiplikator dar. 

Anf Grund des soeben bewiesenen Satzes können wir 
einen Multiplikator M des Systems (B) auoh als Lösung 
der partiellen Differentialgleichung (33) definieren. 

Der Multiplikator M des Systems gewölmlicher Diffe- 
rentialgleichungen (B) kann auch als Multiplikator der za- 
Ehörigenparti^eQDi{rerentiiilgleichung(29) aufgefaßt werden. 
I gUt nämlich der Satz : 

Ist J" eine beliebige Funktion von x^, x,, ■ . ., ««, 
während F^, . ,., F^ unabhängige Lösungen der par- 
tiellen Differentialgleichung (29) 





,.. + X.||-0 




darstellen, so besteht die Identität 


,= .> xr/ä-f . T «F , , T «Jn ä(f, F„ ...,F.) 

P«^U + ^'5.^ + - + ^-aJ H'^,^,....x.)- 

„ S(F,.....F.) 


e{F,F,, ...,F.) 


eF SF SF 
Bxt,' dx^' '"' dx^ 

ei\ ei\ SF\ 

dXf' dxi' '"' dx„ 






SF. eF, dF. 

Sx,' ix,' ••■' ex. 


loglc 
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dadurch nm, daS wir za den Elementen der ersten Kolonne 
die mit Xj maltiplizierten Elemente der zweiten Kolonne usw. 
und scliließlich die mit X» multäpUzierten Elemente der 
(» 4- l)teD Kolonne addieren. So eriialten wir 



5(^ 


%,•■■■ a:. 

--■IS- 


SF 


Sx. 


t+^t+- 


--■s- 


SF. 


SF. 






SF SF 
Sx. Sxi 

- SiPi' 



(SF SF , xi£\ 






SF 
Sx. 
SF, 
Sx. 



SF. 
Sx. 
SF, 

dx. 



SF. 

Sx. 



w. z. b. w. 

§ 63. Reduktion eines Differentialaystems mit bekumten 
Integralen. Der letzt« KalUplikator. 

Von dem DifFerentäalsyetem (B) seien n — Jt Integrale 

f Fi+i(Xo,Xi, ...,3;»)-=a+i, 
(35) i. 
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bekannt (i>0). Wir führen an Stelle von x^^i, . . . , x„ 
vermittels der GteichnDgra- 

!!ü+l = i'* + l(«o>ai. ...,Xi,Xi+i, ...,Xn), 

ffn = F^(Xa . «1 » • ■ ■ , «t. «t+I ,....«-) 

die Denen Veränderlidten yt+i, ....y« ein, während fCo, 
Zi, ..., Xk beibehalten werden. Öülnroh gebt die dem 
System (B) zngebörige partielle Differentialgleiohung (29) in 
die partielle Differentia^leidiang 

mit den Löeungen yt+ii • ■ ■ > y» über. Indem man F der 
Beihe nach durch ym, ..., y^ ersetzt, erkennt man, daß 
Tj+i, . . . , Yn identisch verschwinden, daß also die partielle 
Difierentia^leichung laatet: 

wo 2^, ..., X^ als Funktionen von Xi, ..., xt, yn+ii 
.. ., yn darzustellen sind. 

Ist M ein Multiplikator des Systems (B) oder der par- 
tiellen DiflFerentialgleicbung (29), so besteht die Identität (34) 

/ÖJ- dF, , „ eF\ B(F,F„...,F,) 

^ l5^ + -^ Ö^ + ■ ■ • + -^"^^ ~ ö(a^, a;, , . . . , X.) • 

Die Fonktionaldeterminante der rechten Seite läßt doh auf 
die Form bringen: 

Ö(F,F^,...,Fn) ä(x^,x^,...,xt,yt^i,....yn) 

d{Xa,x^,...,Xi,yt+i,...,yn) S{xa, a^, ..., a^, air+i, -.., x„) 

g(.F, .Fl,..., Jh) g(yt+i, ••-,»») . 

d{Xo,Xi, ...,Xi, yt+i, ...,y„) ö(«t+i, ..., x„)' 
die linke Seite wird nach Einffibrung der nnabhingigen 
Veränderlichen x^, x^, . . ., xt, f/k+i> • ■ • » yn 
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wo M, Xi, . . . , Xi eÜB Funktionen der neuen Veränder- 
lichen danuBtellen sind. Die obige Identität kann dem- 
nach geschrieben werden: 

(im '^ 1^" 4- X "^ 4- j.-a ^^\ 

•'" a(y.......,ir.) lä^ + ^-^^ + --+^toJ 



d. h. die transformierte partielle Differentialgleiclimig (37) 
beaitst den Multiplikator 

(39) -W = -T7 — r - 

welcher als FimktitMi von x^, x^, ...,«*, yt+i, ■•■,?« auf- 
zufassen ifit Der partiellen Dä^erentialgleiobung (37) eut- 
spricht das System gewöhnlicher Differentialgleichungen 
d«! — Xi dxfy "= , . . . , dxt — Xi dx^ = , 
dyt+i = , . . . , dy« = , 
welches die Lit«^;ralgleichangen 

yi+i = a+i, ■■■, y- = c„ 

besitzt Ersettt man demgemäß in den Funktionen X, , 
. . . , Xjt der Veränderlidieu x^y x^, . .., xi,, yt+it ■ ■ ■> 9h 

die » — i letzten Veränderlichen yi^i, , y„ durch <üe 

Integrationskonstanten Ci+i, ..., C„, so erhält man ein 
System von k DifferentialgleichuDgen zwischen den Ver- 
änderlichen Xo, Xi, . . . , XU 

(40) äXi~Xi^dXa=Q , ..., dxt — Xf,dx^ = 0. 

Der als Funktion von x^, x^, . . . , xt, Vt-i-i > ■ ■ ■ > I/h auf- 
gefaßte Ausdruck 

<*!' ^- a,F •" Fl 



e(:rt+ 



vGooqIc 
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stellt einen Multiplikator des STstema (40) dar, nachdem 
man tft+i, . . . , yn dtuch die IntegrationskoDatanten Ct+i, 
. . . , C. ersetzt bat. 

Damit ist der folgende Satz bewiesen : 

Dag Differentials^Btem 



dx. 



dxi _ dx„ 



mit dem Multiplikator Jlf kann, wenn ma 
Integrale 



kennt, durch das System 

, dx, dxt 

dx.-^....-^ 

ersetzt werden, welches den Multiplikator 
M 



N = 



d{Fn.i, ...,F^) 

8(xi+i, ...,Xn) 



besitzt. Dabei sind X^, . . .,Xt und N vermittels der 
Integralgleichungen durch Elimination von xt+i, 
..., x„ als Funktionen von x^, Xj^, .,., Xt, Cn+i, ..., C„ 
darzustellen. 

Von besonderem Interesse ist der Fall k = l. 

Es seien n — 1 Integrale f , , . . . , F„, sowie ein 
Multiplikator M des DifFerentialsystema (B) bekannt. Dann 
läßt sich das System (B) durch die einzige Differential- 
gleichung 

dXi - X^ dxo = 
ersetzen, welche den Mnltiplikator 

N^ ^ 

d{Ft, ..., F„) 



S{Xj, . . . , x„) 
besitzt; nachdem man vermittels der Integralgleichungen 
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Xf, ..., Xn dnrcli x^ , x^ and die Integrationekonstaaten 
Ci, . . ., Ck BUBgedrQckt hat, erscheiDen X, and N als 
FunktioDen der beiden Veränderlichen x^, a^. Eine Diffe- 
rentialgleichung zwischen zwei VeränderlidieD, von welcher 
man einen Multiplikator kennt, läßt sich aber durch Qua- 
draturen integrieren. 

Damit ist Jacobis Prinzip des letzten Multi- 
plikators bewiesen: 

Das Differentialsystem (B) läSt sich durch 
Quadraturen integrieren, wenn » — 1 Integrale 
und ein Multiplikator bekannt sind. 

§ 64. Diffisrentl^leichangen der Dynamik. 

Wir betraditen ein System von Punkten, welche ge- 
wissen von der Zeit nnabhäogigen Bedingungen unterworfen 
sind. Die jeweilige Lage des Systems sei durch » Größen 
9t > - • - 1 3« (verallgemeinerte Koordinaten) in der 
Weise bestimmt, daß die rechtwinkligen Koordinaten eines 
jeden dem System angehörigen Punktes als bekannte Funk- 
tionen von qi, ■ ■ ■, in erscheinen. Die anf das System 
wirkenden Kräfte leisten bei einer unendlich kleinen Ver- 
rficskung des Systems, welche durch Angabe der Änderungen 
dqi , ■■ ■ , dq^ der Größen 9i , . . . , ?. bestimmt wird, die 
Arbeit 

Qidqi+...+Qndqn, 

welche, wie wir annehmen wollen, das vollständige Diffe- 
rential einer Funktion von ff, , - . . , ffn allein, der Kräfte- 
funktion U, sein solL Die lebendige Kraft T des 
Systems läßt sich als Funktion von 

i„ «i-§ (i-i ») 

darstellen, und zwar als ganze homt^ne Funktion zweiten 
Grades von ffi , • • ■ , g«, deren Koeffizienten Funktionen 
von qi, ..., q^ sind. 



g 64. Differential eiohimgen der Driiainik. 2S1 

Unter diesen VoraaBeetzniigen wird die Bewegung durch 
die Lagrangeachen Differentialgleichungen zweiter 
Art dargestellt: 

Um die Koordinaten ^^ ,...,;„ als Funktionen der Zeit t 
auszudrücken, haben wir das aus den Gleichungen 

(43) ^'-s; (i-l,...,») 

und den Gleichungen (42) bestehende System von 2n DJffe- 
rentialgleicbnngen erster Ordnung mit der unabhängigen 
Veränderlichen t und den 2tt M)bängigen Yeränderlicben 
9i) ■ • •> 9n', 9i > • • • ) 9n zu integrieren. 

Wir geben diesem DifFereatialsystem eine etwas andere 
Form, indem wir 

im P,-^ (i-i,...,») 

an Stelle von ^ , ■ • ■ > Sii ^ Veränderliche einführen. Die 
Anwendung des Eulerschen Satzes auf die ganze homogene 
Funktion zweiten Grades T von $i , . . . , «2^ ei^bt 



'^'Sw.^'-i:^-'' 



(i-l, ■•■,») 



oder 

(45) T-j;p,i-T. 

Während die Bezeichnung 

er ST 

dq, ' d^t 

für die partiellen Ableitungen der als Funktion von g^, ...,{»; 
$1 , ..., q'h aufgefaßten lebendigen Kraft T beibehalten wird, 
bezeichnen wir, nachdem T als Funktion von 9i , • • • , Qn', 
Pit • • ■) pn dai^estellt ist, deren partielle Ableitungen mit 

(i). (i) «---«). 

80 dafi 
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ist. Die Difierentiatioii der Gleichung (45) ei^t 

daraus folgt 

\egj~ 3q,' \epj~^'- 

Hiernach gehen die Gleichungen (43) and (42) über in 

dq, _ (eT\ 

dt \BpJ ' 

dp^ , f5T\ ÖD- 

dt '^ XßqJ Bqi ' 
Stellt man die Größe 
(46) H=T-Ü 

als Funktion von q,,---,qH;Pit---ip» dar, ^o Bind, 
da U nur von qi, ■ ■ -, Qn abhüiigen soll, deren partielle 
Ableitungen 

en / er\ _ su 
Bqi^x^qil ßqt' 

Spi ~ [dpj ■ 
Wir haben somit die kanoniBcben Differential- 
gleichungen der Bewegung von Hamilton: 



I mrstei 
Die ( 

dt=.- 
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(47) -^ = ä— . -4t ^— (i = l,...,tt). 

* ' dt dpi dt dq, ^ > > I 

Die Größe H, die Summe aus der kinetisoheD Energie T 
und der potentiellen Enei^e ~U, stellt die gesamte Energie 
des Systems dar. 

) dem System (47) oder 

dq„ _ dpi rfp„ 

Spi Bp„ dqi 3 5, 

entspreobende partielle Difieientialgleiobung 
am SF ^ISFSH SF am „ 

hat, da B als von t unabhängig vorausgesetzt warde, die 
Löauug 

F=S; 

die DiffereDtialgleichangen (47) besitzen also das Integral 
(49) H(2i , . . . , ff» ; Pi , .-■,?«) = Const, 

welches die Energiegleicbung darstellt 

Ein Multiplikator M des Systems (47) genügt der par- 
tiellen DiffereutialgleichuDg 



Sl """-^ I Sqi Bp, 



od«r 
(50) 



= 



SM 

'et 



"^-^ [dqi 8pi Bpi dqj " 



welche die Lösung M==l besitzt (gleichviel, ob ff von t 
unabhängig ist, wie vir es voraussetzt haben, oder eine 
Funktion von ^^ , • • • j in', Pit ■ ■ • • Pn und t ist). Damit 
ist gezeigt, daß das Differentialsystem (47) stets den 
Multiplikator M=l besitzt. 

Wir betrachten zunächst die 2n ~ 1 von i unabhängigen 
DifTerentialgleichungen 
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(M) 



dsi dqn dpi dp- 

dH "^ ÖH _3H '■■~_^ 
5p, Sp^ ög-, ag-B 



zwischen den 2 n Veränderlichen Sn ■ ■ ■, gn^ Pit ■ ■ ■, pn • 
Wir nehmen an, es seien außer dem Integral (49) 

■fftei» ••■.2-;Pi. ■■■.P-) = C? 
2»— 3 weitere Integrale 
(52) a(2i,...,?«;Pi,...,p«)-a (v=l,2,...,2«-3), 

im ganzen also 2n — 2 nnabhSn^ge Int^;rale bekannt. Li- 
dern man vermittele der 2» — 2 Integralgleichungen 2m — 2 
Veränderliche, z. B. q^, . . . , 9h ; Pi , . . . , Pm eliminiert, er- 
hält man eine Differentialgleiohnng zwischen den 
beiden Veränderlichen g^, y,. Diese Differential- 
gteichong läBt eich durch Quadraturen int^riereu, da 
sich ein Multiplikator derselben aus dem Multiplikator M=l 
des Systems (47) herleiten läßL Nachdem man Qj , • ■ ■ , Sn', 
Pi, ■ ■ ■ , Ph durcti 9i ausgedrückt und damit auch 

als Funktion von q^ dai^ieatellt hat, ergibt sich ans der 
Differentialgleichung 

i iüfl Fanktion von q^ durch eine weitere Quadratur: 

(63) i-f-^ + OoDst 

J 9>(«i) 

Wir hallen damit den folgenden Säte bewiesen: 
Kennt man von dem Differentials^stem 

dqi agfe, ...,g.; ft, ...,y,) 

" ^<^ ' ,;_, ,1 

#,_ ggfe gn; a. ■■■■1'.) 
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2» — 2 von t nnabbäDgige Integrale (worunter sioli 
immer die Integralgleichung H= C befindet), so 
läßt sich die voUatändige Integration darcb 
Quadraturen ausführen. 

§ 66. Aoli^beii.') 

Aufgabe 1. Die DiffereDtialgleiobung 

dx dy 

«i« + 6iy '^ Oi» + ^y 

ist als homi^ene Gleichm^ vermittels der Substitution 

y^xexa int^rieien. 

Man wende auch die folgende Integrationemethode an 
(vgL § 20). ^d die Wnrzebi A^, it, der Gleichung 

{«,-^)(6,-i)-<i,&.-0 
voneinander und von Null verschieden, so l&ät sich die 
Differentialgleichung anf die Form brmgen: 
dX _ dY 

Man führe die Integration unter der Voranasetznng, daß die 
Koeffizienten ait\t'h'^i '''^'^ ^A, auf reellem ^^ge durch 
und untersuche das Verhalten der reellen Integralkarven 
in der Nahe des Punktes x = 0, y = 0. Die angedeutete 
Methode ist auf den Fall Jl^ <=> A, ^ zu übertragen'^. 

Vgl. Serret, Differential- und Int^ralrechnung, deutsch 
von Harnaok und Bohlmaon, Bd. ÜI, S. 59—64. 
Aufgabe 2. Die DiSerentialgleichnng 

dx dy 

«iJ: + 6iy + Ci "^ Ol« + ^y + c, 
vird, wenn a^h^ — a^\ =f= ist, entweder durch die Sub- 
stittttion 
^ x = af-\-p, y = y'+q, 

*) Eine grfifiere Anzahl von Beispielen elementar integrier- 
barer Differentialgleichungen enth&lt das Lehrbtiob der Differentiiil- 



gleiohungen von Forsytb, deutsch i 

•*) In r -" " "' 



**) In g 73, 75, 76 ist eine allgemeinere Differentialgleichunp- 
behandelt. 
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ist, oder durch die Substitution 

af ■= oix + bi}/ + Ci , ff'— a,« + ^y + «i 
auf eine homogene Differentialgleichung zurückgeffihrt. Ist 
o,^ — Oj&i = und z. B. i^:^ 0, so führt man die Yer- 
änderlichen x und 

ein. 

Aufgabe 3. Die spezielle Biccatische Differential- 
^eichnng , 

läßt sich im Falle »1 = elementar lutegiierfln. Durch die 
Substitution 

X = a;""*"* , tf = ■ -1- . — 

' x^Pi ax 

geht sie über in 

wo 

m + 4 6 , a 

ist. Dnrch t- malige Anwendung der angegebenen Sub- 
stitution erbSlt man eine Differentialgleichung von der Form 



(2t — l)wt + 4t 



ist. Diese Differentialgleichung ist im Falle mi — Q inte- 
grabel, also die ursprüngliche Gleichung im Falle 

<o--^ (i_0,l,2,...). 

Durc^ die Substitution 

r.,--:S..X-.OOQlc 



f«&. Amtgtktm. '2ST 

gdrt tue iMi|MM|,liiki Riee«tis^e Glocbw^ in die Gl^ 
cbnne 

über, veJdie ia lUk 

_ « 4i_ 

B + I ~ 2i - 1 
integrabd ist; also U( die mquiü^^iclie Difiereiitütlgleidiung 
wadk dum mtegnbel, «esD 

«--öj^j (.-0,1,2,...) 

ist. 

Es Btä aoth baneIk^ daß aki die spezielle Riceati- 
sche Diff^cntialgleicfaiuig «of die Besselsche DifferentiRl- 
gleit^uDg mrficiäntireii lafit Setzt maa 

-_L ^ 
' au dx* 

so genügt tt der linearen DiflerentJalgleiobong sweiter 
OrdnoDg 

^-ah3fu = 0. 
dx* 



Durcli die Substitution 



9 



p-=- 



2(m+2) 
ist, erhalten wir die Differentialgleiohoi^ 

dB* e de \ e' I 

Setzt man hierin 

} = «y— oft, 
Bo hat man die BeeseUche Differotitialgleichung 



"ia a "'s <■ a' ' 



..:s..vGooqIc 
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Die in der Theorie der BeeselsoheD Funktion J„i^) mit n 
bezeichnete Konetante ist hier 

YgL Foraytb-Maeer, Lehrbnoh der Differentiid- 
gleichnngen, S. 195—202. 

Aufgabe 4, Die Jacobisohe Di£ferentia]gleiohang*) 

Mdx — Ldy + N{xdy — yäx) = , 
worin 

L = <iiX + ajy + aa, 
M-\x + h,y + bi, 
N= c^x + Cjy + c^ 

lineare Funktionen von x,y sind, besitzt, wenn die kubische 
Gleichung 

<h > k . *i — i 
drei verschiedene Wurzebi hat, die allgemeine Lösung 

P^-^'P^-^'^J--*' = Conat. ; 
dabei iet 

Ui = u,ix + Uiay + uti (i = l,2, 3) 

fflne lineare Funktion von x, y, deren Koeffizienten den 
Gleichungen genQgen: 

(«1 — A()«(, + ftit«(» + ci«,s = 0, 

otuti + {h,~Xi)Uii + cuti = , (t = 1 , 2 , 3) 

a,Uii + btUt, + (cj — Xi)Uii = . 

Vgl. Serret, Differential- und Integral- Eeohnung, 
Bd. 11!^ S. Tlff., wo auch der Fall einer zwei- oder drei- 
fachen Wurzel der obigen kubischen Gleichung behandelt iat. 

Aufgabe 5. Die ebenen Kurven zu bestinunen, deren 
Crfimmungsradins eine gegebene Fnnkti(m f(x) der Abszisse X 
ist. Int^ration der Differentialgleichung 

:. 1; Werke, Bd. IV, 



66. Aui^aban. 



durch QuadratureD. 

Aufgabe 6. Die ebenen Kurven zu bestünmen, deren 
KxümmungeradiuB der Normale proportional ist Differential- 
gleicbnng 



i + bS -»!' 



dd ~ "' «»• ' 



allgemeine Lösung 



=/[©■ 



Kreis für « = — 1 , Kettenlinie für n = +1, Zykloide fOr 
» = — 2, Parabel für »-=+2. 

Aufgabe 7. Für welche ebenen Kurven ist der 
Krümmungaradius dem von einem festen Punkte aus ge- 
meesenen Bogen proportional? 

Difierentialgleichung 



m'H'-^mm- 



0. 



Aufgabe 8. Die beiden Systeme linearer Differential- 
^eichungen 

C«) £-^^'<'>ä" (i-l, ••■.») 

nod 

M ^--(S^'f"''" (*->.■••.») 

heißen zueinander adjungiert 
Man zeige, daß 

?i ^ + ■ . . + y» «» = Conet 

ist, wenn ^j , . . . , y, eine beliebige Lösung von (a), Zi, ■■.,«■ 
eine beliebige Lösung von (ß) bezeichnet, daß jede Lösung 
eines der beiden Systeme (a) , (ß) ein MultipUkatorensystem 

Hörn, GewöhiüioIiB DifforenUftlgleioluiiiKaii. ^ '^idC^QIC 
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des andern darstellt und daß {a) den Jacobisohen Multi- 
plikator . 

iß) den Multiplikator -^ besitzt 

Auoh die beiden linearen DifferentialgleiGhungen nter 
Ordntmg 

und 

lieißen zueinander adjungiert. Man zeige, daß die ibuen 
entsprechenden Systeme linearer DifTerentialgleichungen erster 
Ordnung im obigen Sinn adjun^ert sind. 

Aufgabe 9. Auf einen beweglichen Punkt von der 
Masse 1 wirke eine Kraft, welche nur von der Entfernung 
r = Tjx^ -\-y^ -\- e^ des Punktes von dem festen Zentrum 
abhängt. Dann ist eine von r allein abhängige Kräfte- 
funktion U = f{r) voriianden. Die Differentiidgleichungen 
der Bewegung lauten 

d^x au ^_5D; ^ 8U 

dP'^ dx ' ~dt*~ dy ' di^'^Jg' 
Sie besitzen die Integrale 

(Bnergi^leichnng) und 

p^ — ey" =• Ci , enf ~ x^ = Cj, xy' — yaf = tg 
(Fläch engleiohungen). Nach § 63 erfordert die Integration 
niu- noch Quadraturen; man führe dieselben aus. 

Nach den Flächengleichungen geht die Bewegung in 
der Ebene r> . n . ^ n 

vor sich. Man kann diese Ebene zur a;y-Ebene machen 
und in derselben Pclarkoordinaten einfuhren, indem mau 

a; = rco895, y^rsiaip 
setzt. 



■A.CXli^ic 



XI. Abschnitt 



Differentialgleichimgeii mit Parametern. 
Periodisclie Lösungen. 



§ 66. Beweis der Existenz der LQsnngen eines 

reellen Differentialsystems rerinittels sukzessiver 

Annäherungen. 

In § 4 wurde die Existenz der Lösungen eines Systems 
von Differentialgleichnngen vermittels sukzessiver An- 
näberangen bewiesen. Eb wurde der flinfachheit halber ein 
System mit der unabhängigen Veränderlichen x und mit zwei 
abhängigen Veränderlichen y, e betrachtet: 

(1) 7 

/i und fj wurden als analytische Funktionen der komplexen 
Veränderlichen x, y, B vorausgesetzt 

Das frühere Beweis verfahren wird nur unwesentlich 
geändert, wenn wir die früheren Voraussetzangen durch die 
folgenden ersetzen: f^ und ^ seien stetige Funktionen der 
reellen Veränderlidien z, y, £ in dem Gebiet 

(2) \x-a\^r, \y~h\^R, \z-e\^Ii; 
iäs alle Stellen x, y, z dieses Gebietes sei 

(3) \fM,y,')\^M {i-1,2), 

, : i»<.ooglc 
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wo M eine eDilliche positive Größe darstellt; femer sei eine 
poffitive Größe i so TorhaDden, daß 

(4) \fii?=,i^,^-(i(oi:,y,'>)\^HW-y\ + \^-^\) 

(»=1,2) 
ist, weim x,y,e und x,^ , ^ zwei beliebige Stellen des 
obigen Gebietes Bind. Um y und s als Funktionen von x 
au bestünmen, welche den Differentialgleichungen (1) gen^en 
und f Qr X = a die Werte y = fr , ü = c annehmen, brauchen 
wir den in § 4 eingeschlagenen Weg nur wenig zu ändern*). 
Wir setzen 

(5) So = & . «0 = « ; 

wir bestimmen, unter n nacheinander die Zahlen 1,2,3,... 
verstehend, die Funktionen y» , b„ von x aus den Differential- 
gleicbungen 

[dy„_ 



(6) 



^ = /i(a',y-i, «.-.), 



I dx 



U{^,yn-l,tl„.l), 



indem wir festsetzen, daß f fir x = a 

sein BoH 

Wir bezeichnen die kleinere der beiden positiven Größen 
M 
'' M 
mit Q und beschränken die reelle Veränderliche x auf das 
IntenaU 

\x~a\^Q. 
^■mn ist för jeden Wert von n 

\yn-h\^R, \e^-c\^B. 
an nämlich nachgewiesen, daß 
— h\^B, |ü, — cj^ü {»< = 1, 2, ...,n — 1) 



- —1 betreff der Cauoby-Lipschitzachen Metbode z 

lis der LCsungen reeller Differentialsysteme sei auf den 
irten Band, S. 322 fif., Terwieaen. 

,.,:„.., .A.OOgIC 
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ist, 80 ist ^ 

y« — 6=//i(«jy«-i. en.i)dx; 

wegen \fi(x, yn-i, «h-i)| ^3f hat man 

\y^ ~ b\ ^ M\x — a\^ Mq ^ B . 
Uater Benntsciing der Bezeiobnun^ 
(8) «,=y«-y„_i, v„ =*„-£„_, {« = 1,2,3, ...) 

ist 

y- = 6 + Mi + «s + . ..+«», 

«» =■ C + «1 + Vj + . . . + w„ . 

Es ist, solange \x — a\^Q bleibt, sowohl |t<,| als auch [v,J 
höchstens gleich 

(2ifc)'-^Jlf|a;-a|'- 
vi 
Dies plt nämliob f ür »■ = n , wenn e8ffir»'=l, 2, ...,«— 1 
gilt, unter letzterer Toraussetzung ist 

IE- - ■£- - -|^ -f-'-"' »-" *-) -f.«^' »-■ '-) ' 

also ^ 

"■ - /l/i(«. »-i> »-i) - /i(*. »->. »->)1 1** • 

Du die beiden SteUea x, y»-«, j?«-« und x, y»,\, B„-i dem 
Gebiete 

|»-o|:Sr, \s-i\£M, \fi-e\äB 
angehöreii, Bo ist 

l/i(«. y.-i, ü-i) - fi(«, y.-i, ».-.)! 
£ *(|j.-i - j-il + 1».-. - '.-iD 
-j(K..l + K-.|) 

„ (2i)— '.«1» — »|— ■ (2ky-'M\x-a\—' 
* (» - 1)1 ~ (» - 1)1 ' 

demnacb baben wir 

r.,--:S....GoOQlc 
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oder 

(2^r.jit|x-.|- 

"■ ■> ] 1— „j j 

w. z. b. w. Die Beibe 
(10) y=& + M,+«i+tt5 + ... 

istaUo für \x — a\^Q unbedingt und gleichmäßig konretgent 
und stellt in diesem Intervall eine stetige Funktion von x äai. 
Daß die Funktionen 

y = lim(6 4:«i +Ms + ...+«„) = lim y„ , 
e = lim (c + f 1 + "j + ■ ■ ■ + f b) =- lim «« 

den Differentialgleicbungen (1) genügen, eigibt sieb wie in § 4. 

Wir haben stetige Funktionen y, e von x gefunden, 
welche für a = a die Werte y = b, e = c annebnicn und 
den Differentialgleichungen (1) genflgen. Wir zeigen, daß 
das System (1) keine weitere Lösung mit der angegebenen 
Eigenschaft besitzt.*) 

Wir nehmen an, F,Z seien in dem Intervall a^x^a + z 
(wo 0<T£e ist) stetige Funktionen von x, welche eben- 
falls die Bedingungen x=b, Z=c für x = a und die 
Differentialgleicuun gen 

erfüllen. Dann ist 



dx 



.fi{x,T,Z)-fi(x,y,i), 



also mit Rücksicht auf (4) 

\ <nr-y) 



dx 



^k(\Y-y\ + \Z~z\). 



Falls die beiden Funktionen \Y—y\, \Z — z\ in dem Inter- 
vall a^x^d, wo die positive GröBe 6 höchstens gleich z 

und höchstens ~ 



.X^OO^}\C 
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ein Wert e > vorhanden, welcher von einer dieser beiden 
Funktionen, z.B. vod |r" — y| wirklich erreicht wird, wäh- 
rend in dem bezeichneten Litervall öberall 

ist. Dann ist aber 

1 \ dx \ 

alBO 

\T-y\^2he(x-ä)^2k£d^2U£--^ = \e, 

was der Definition von e widerspricht. Also ist im ganzen 
Intervall a^x^d Y—y=0, Z—z = 0. 

Ist t > YT , so kann 6 gleich -pr angenommen werden, 

nnd man zeigt, indem man in der bisherigen Schlußweiee 

a durch o + jr eraetrf;, daß im ganzen Intervall a£a;^fl + r 

. T=y, Z=e 

ist, w. z. b. w. 

Wir können, indem ym za » abhängigen Yerändedichen 
Qbewehen, den folgenden Satz aussprechen: 

Tn dem Differentialayetem 

seien /, , ...,/), stetige Funktionen der auf das 
Gebiet 

\x~a\-^r, \y^~W-^B., ..., |y„-6„]^JJ 
beschränkten reellen Yeränderlichen x,yi, ...,{/„. 
Sind«, ji, ...,y„ und x,^i, ..., ^beliebige Stellen 
dieses Gebietes, so sei 
„„a Ux,y„...,y.)\^M 

s*(|si-j(.| + . .. + !»;-*.[)• 

Ist Q die kleinere der beiden (rröfien 
'• M' 

DcinzeSovGOOgIC 
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80 liefert die Methode der snkzeBaivenAnnäheruDgen 
eine und nur eine Lösung 

yi = (Pi(x) (t=l, •■-,») 

des Systems, vo q!i{x) eine in dem Intervall |a; — a| ^ @ 
stetige Funktion darstellt, irelohe für x = a den 
Wert b( annimmt. 

Tritt sn Stelle des Intervalles \x — a\^r oder 
a — r ^x^a + r der reellen Veränderlichen x das Intervall 
a^x^a + r, so ist die LSstmg t/i^<pi{x) im Intervall 
a^x^a + e dai^steUt 

Jbn Falle eines Systems linearer Differential- 
gleichungen 



{^='A,{x)9 + B,(x)z + C,{x), 
1^ - ^(a:)y + Bt{x)e + G,{x) , 



(11) 



At{x), B(ix), Ci{x) (t = l,2) 

in dem Intervall |a: — a|^#* drar reellen Veränderlichen x 
stetig sind, gelten Shnlicne Schlösse wie am Ende von § 4. 
Die Differentialgleichungen weiden durch FonktJonen jf, e 
be&iedigt, welche für a; = o die beliehig vorgeschriebenen 
Werte y = i, s! = e annehmen and im ganzen Intervall 
\x — a\^r stetig sind. 

Wir betrachten jetzt ein System linearer Differential- 
gleichungen 



(12) 






dessen Koeffizknteu 

A(»,rt, BAx.ia), C,(»,rt ('-1,2) 
im Intervall |a; — o| ^ r stetige Funktionen der reellen Ver- 
änderlichen X und ganze rationale Funktionen eines 
komplexen Parameters fi sind. Wir zeigen, daß die 
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dieeem System genügenden Funktionen tf,e, welche f fir a; = a 
die beliebig vorgeschriebenen Werte y = h, e = e annehmen, 
sich ale ganze transzendente Funktionen des Para- 
meters ft darstellen. 

Ist eine beliebig grofie positive Größe r gegeben, so 
läßt sich eine positive Größe Je so angeben, daß fOr 

\Ä,{x,pi.)\^k, \Bi{x,fi)\^k, \C,(x,ft)\^k 
{»=1,2) 



y« =- /[-ii(«» ti)y—i + Bi(x, ju)«„_, + Ciix, fi)] dx 

und demnach aach 

«- = y« - y«-i 
eine ganze rationale Funktion von ft. Die Reibe 

y = 6 + «1 + H, + . . . , 
deren Glieder ganze rationale Funktionen von /i sind, ist 
fOr \x — a\^r und für |;i| £ t unbedii^ und gleichmäßig 
konvei^nt; sie stellt also eine analytische Funktion von /* 
dar, welche sich fürj^|^r r^nlär verbSlt; sie ist eine 
ganze transzendente Funktion von fi, ä& X beliebig groß 
angenommen werden kann. 

Der zuletzt bewiesene Satz übertri^ sich auf ein System 
linearer DiSerentialgleichungen mit n abhängigen Veränder- 
lichen und demnach auch auf eine lineare Differential- 
gleichung nter Ordnung. 

Die Koeffizienten Pi{x,fi) (*■=!, ...,«) der 
linearen Differentialgleichung 



(13) 



+ i'.(.,.)£.U... 



seien stetige Fnnktionen der reellenTeränderliohen:): 
in dem Intervall ja: — a|£r und ganze rationale 
Funktionen des komplexen Parameters /i. Eine 
Lösung p, welche für x = a die von /i anabhängigen 
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Werte y = 6, y" -= Ji', . . ., ^""y = Jf""" an nimmt, ist 
eine im Intervall \x — a\^r stetige Funktion von a; 
nnd eine ganze transzendente Funktion von fi *). 

§ 67. Abh&Dg]gkeit der liÖsniigeQ eines Differential- 
Bystems TOn einem Parameter. Satz von Poincar^, 

Das DifiereutiaUystem 

(A) ^-/;«,ai,...,ai.,rt (i-1, ...,») 

mit der reellen unabhängigen Veränderlichen t, den ab- 
hängen Yerinderlichen xi, . . . , x„ und dem Parameter /x 
besitze für ^tt = die Lösung 

Xi = fpi{() (t = l, ..., w), 

wo <pt{fi eine in dem Intervall Q^t^T stetige Funktion 

darstellt Die Funktionen ft{t,x,, ,Xn,f) seien für 

alle diesem Intervall angehörigen Werte von t in Potenz- 
reihen von 

f*> «i — ^JiC). ■■•> a^ — 9^,(Q 
entwickelhar, welche stetige Funktionen von t zu Koeffizien- 
ten haben. Wir betrachten die durch die Anfangs- 
bedingungen 

Xi = q)t{0) für t = (* = !,...,«) 

definierte Lösung des Systems (A) in ihrer Ab- 
hängigkeit von dem Parameter fi. 
Setzt man 

(14) x, = ipi(i) + 0i (» = 1,...,B), 
80 geht das System (A) über in 

(15) ^ = -^'('' ^" ■■■'*-'A*) (t-l,...,»). 



*) Aus der mathemAtischen Physä hat sich die Aufgabe ent- 
wickelt, einen in einer reellen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung enthaltenen Parameter so zu bestimmen, dal 
die Löaungen gewisse Qrenzbedingungen erfüllen. Vgl. Enzyklo- 
pädie der math. WisB., Bd. IIA, Ta. Von neueren hiermit in Be- 
ziehimg stehenden Arbeiten sei erw&lmt: Hubert, GrundzQg« 
einer älgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen; G&t- 
tinger Nachr. (math.-phys. Kl.) 1904, 8. 49 u. 8. 213. 
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wo Fi{t, Zi, . . ., z^, fi) för ^t^T in eine Potenzreihe 
von Bi, . . . , z„, /i entwickelbar ist, deren Koeffizienten 
stetige Funktionen von t sind. Da das transformierte 
System für /i = die Lösung gj = 0, ...,«« = besitzt, 
so enthält die Fotenzreihe Ft von e,, ..., e^, fi kein von 
diesen » + 1 Argumenten freies Glied. Wir suchen die 
durch die Anfangsbedingungen 

üi = 0, ...,5, = för # = 
bestimmte L5suDg des Systems (15) nach Potenzen des Para- 
meters fi zQ entwickeln: 

(16) üi = '^fi'i^/^ (t = 1 , . . . , n) , 

p=i 
wo «1" eine im Intervall Ä ^ ^ Z" stetige Funktion von t 
sein soll, welche für ^ = verschwindet 
Wir setzen 

(17) Fi(f, Zu ■■■,!!«, f^)" ^1*1 + - . ■ + ^-«» + ^/i + . . . , 
wo Aii, . . ., Aint Äi stetige Funktionen von / sind und 
die nicht angeschriebenen Glieder von der zweiten oder von 
höherer Dimension \a Zi, . . . , z„, (i sind. Durch Einsetzung 
der Reihen (17) in die Differentialgleichungen (15) und Ter- 
gleicbung der KoefGzienteu von [i erhält man die linearen 
Differentialgleichungen 

(18) ^'_^,^ii + ... + ^„^:' + ^ (i=l,....n), 

welche durch Funktionen 4" > ■ ■ • > ^n vo° ' befriedigt 
werden, die im Intervall t = 0. ..T stetig sind und für 
( = versohwinden*). Die Vei^leichung der Koeffizienten 
von n' ergibt die zur Bestimmung der sf^ dienenden linearen 
Differentialgleichungen 

(19) ^ = Ai«i'* + ...+ ^>/'+*. (» = 1, ...,»), 
wo 0i von den bereits bekannten Größen 

4», ...,4»; ...; 4'-", ...,«</-" 
abhängt. Daraus ergeben sich die für / — verschwinden- 
den Funktionen 4''' > • ■ ■, ^/^ welche im Intervall i = 0.. .T 
stetig sind*). 

*) Nach den S&tzen über lineare Differentialgleichungen in $ 66. 
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Um die Konvergenz der Reihen (16) zu beweisen, 
wenden wir den oaicul des limites an (vgl § 3). Die Po- 
tenzreihe Ft(t, Zi ,..,, e^, fi) Bei tär Izil ^ r ,..., \e^\ ^ r , 
\/i\^r konvergeDt und zwar für alle ^-Werte des Inteiv 
velles t = 0-.-T. Für alle Wertsysteme Zi, . .., e„, ft, 
welche der Bedingung 

genügen, sei 

WO M(t) eine {von t abhängige) endliche positive Größe ist. 
Wir können aber eine von t unabhängige endliche positive 
Größe M eo einführen, daß im Intervall t-=O...T 

ist. Nach dem am SchlnS von § 2 bewiesenen ^fssatze 
erfüllt dann der Koeffizient J^ ,_ , , von «J' . . . z^* ft** in 
der Potenzreihe Fi{t, «i, . . ., i^, /i) die Bedingong 

W ..„.K;;:^^. 

In der Hilfsfunktion 

(20) = -r -^ ^ r- - M, 



)-(-?)(-^) 



welche für \zi\<r, . . ., |ä„| < r, \fi\ < r die Potenzreihen- 
entwicklung 

(vi, ...,v„, V(, = 0, 1,2, ...)•) 

gestattet« ist der Koeffizient von e[' . . . z^' ft"' positiv nnd 
großer als der absolute Betrag des entsprechenden Koeffi- 
zienten Ai!} ,^^^ in der Potenzreihenentwioklnng von 

*) Das Wertaystem »', = , . . . , Va = , »■, = ist auazu- 
aohliefien, was durch £' angedeutet wird. 

,.,:„.., .A.OOgIC 
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Fi(t, e^, ..., Bn, ft). In der Funktion 



(21) 



■ ■ + •. + 1' 



giH h^H+z^ 



1- 



(■». + . .. + «. + yV 



=1^ 

^. K+...+v„ + Vo)! M 

^^ »•il...v,tv„t r'^+...+'.+».*' ■•■*- '* 
(^,...,^„,»■0 = 0,1,2,...) 
ist der Koeffizient von ^' . . .e^'/i'' positiv und nicht kleiner 
als der entsprechende Koeffizient 

»*'+■■■+'-+•• 
in der BeiKenentwickelnng der Funktion (P. Wir föhren 
schließlich die bequemere Hilfsfuuktiou 

^ js,+... + en + /*\ 



(22) 



F{j!,,...,l!„,fl)=^-{1+- 

^ Bi + ... + gn + M L I gi + ... + g» + M 
° , g, + ■ ■ . + g« + /f 



ein. Der Koeffizient A,,, ..,,,_,,, von z"^ . . . e^ ft"" in der 
Potenzreihenentwickelung von F setzt sich zasammen aus 
dem positiven Koeffizienten von «]['..■ e^fi^ in der Potenz- 
reihenentwickelung von W und dem positiven Koe^ienten 
von ^' . . . «lU" ^'" in der Poteuzreiiienentwickelmig von 
y Ji + ■ ■ ■ + g» + /^ _ 
r 
Demnach ist Ar,,,,.,,„v„ positiv und größer als der absolute 
Betrag des entsprechenden Koeffizienten -4*^,...,» ,,, in der 
Reibenentwickelung von 

Fi{t,B^,...,B^,fA). 
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Wir führen nun die Hilfsdifferentialgleioliangen 

(23) ^-F{Z„...,Z.,^) (i-l, ...,«) 

ein nnd snchen Funktionen ^ , . . . , ^ von i , welche diesen 
DifferentUlgleidiangeD genögeo und fflr < = verschwinden. 
Da die n Funktionen Zi, .. ., Z^ denselben Differentäal- 
g^eichuDgen nnd deosethen Äufangebedingungen geufigen 
müssen, so stimmen sie äberein; 

muß der Differentialgleichung 



(24) ^-F{Z,...,Z,,,)- 



jK5£+^(l + 5^±i 



genügen und für / = verschwinden. Diese Differential- 
gleichung geht durch die Subatdtution 



über in 

dS _ nM Sjl + S) 
dt r 1-S 

mit der Lösung 

oiet 



wo C die iDtegrationskonstante ist^ Daraus ei^:ibt sich, wenn 
— t 



gesetzt wird, 






A.OOgIC 
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aU Pot«Dzreibe von A , welche ftlr 1 4 ^ | < 1 kouvetgiert 
Aus der Bedingung 



folgt 






Setzt man 

(25) _ 
l + 2e ' 

80 ist tut \fl\ < Q 

I — I I — I 

\G\ ^ J-T-^n ^ ^1 , < ie''^> 

V \r\) \r\ 

also 

|4Cfe'^| < 1 ; 

dann läßt sich S für f ^ ... 7 in eine Potenzreibe von 

Ce'- 
nnd, da C alB Pot«n2reilie von /t darstellbar ist, in eine 
Potenizreihe von /i entwickeln. Man hat also auch für 

n 
eine für |yw| < g nnd für t = . . .T konvei^nte Reihe 

(26) Z^^fiPZiT)*). 



•) Sind Fj, ...,F„ für alla ^eitiven Wert« von ( in Po- 
tenzreihen von z,, ..., t„, p entwickelbar, so kum in den bis- 
herigen Betrachtungen für T ein beliebig grofier endlicher Wert 
gesetzt trerden. Je grOßer T angenommen wird, um so kleiner 
wird aber g . 
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Aus der KonvergeDE der Reihe (26) für Z= ^ =...=> Z„ 
echließen wir nun, daß die Reihen (16) für z^ , . . , , a^ f &r 
|/i| < Q und für < = . . . T konvergent sind. 

Setzt man in den DiSerentialgleichongen (33) 

« = ^,^. + .,. + z. + „ + ,.. 

die Reihen 

(26 a) Z.^Xf'^''' 

ein, so erhält man durch Veigleichung der Koeffizienten 
von /< die DifFerentitilgleichnngen 

<^" ^-T<^" + --- + ^"' + '' (<-i. ■■■.»): 

dordi Yergleichung der Koeffizienten von fif erhält man 

(28) ^ = ^(ZI» + ... + Z««)+a, (i_l,. ..,„); 

die Funktionen Zf , . . . , Z\f'^ , . . . müssen für ^ = vei^ 
schwinden, ^f" stimmt mit dem oben herechneten Z^^ über- 
ein und ist für < / £ T positiv. Die in den Differential- 
gleichungen (18) auftretenden Koeffizienten erfüllen für 
/ » . . . T die Bedingungen 

K.K^. .... |^-.|<^, \M<^- 

Solange 

m^z!« (i-i,...,») 

ist, hat man also auch 

dl \ dt \ dt ' 
Da für i = wegen «V' = 2i" = 

df dt 
ist, Bo iat in einem gewissen Intervall ä i ^ t |5j"| ^ 2]f^J 
dann ist aber iär t = t 

d\iP\ d^ 
dt ^ dt ' 

Dnnzeaoy Google 
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und diiraus folgt, daß auch noch in einem über t — z Iüdbus- 
gehenden Intemdl |4^*| ^ ZJ^' ist. Folglich ist im ganzen 
Ltervall t^O...T 

(29) m^zi». 

Wir nehmen an, es sei nachgewiesen, daß im Intervall 
1=0. ..1 

m^zt", ■■■, i^-'i^zf'-» 

ist. Dami ist auch _ 

1**1 ^*(. 
Die Vei^leichimg der BifFereDtialgleichui^n für j^'* und 
ZJ') ergibt, daß, wenn 

ist, auch 

d^ dZ!" 

-dr<-dr (•-!, •■■,») 

sein muß. Daraus schließt man wie oben im Falle jp — 1 , 
daß im IntervaU / = . . . T 

.(30) |«i"|ÄZi" {» = 1, ...,») 

sein muä. 

Daraus folgt, daß die dem Differentialsystem (A) formal 

fenfigenden Reihen (16) für O^t^T und für |/i|<$ 
onvergent sind. 

Die durch die Anfangsbedingungen 

t = 0, Xi = >p,{0) {t=-l,...,n) 

bestimmte Lösung dee Systems (A) gestattet also 
eine für \fi\ < q und für t = 0.. .T konvergente 
Reihenentwichelang 

(31) x,=^^i'-^^ (i=l,...,n), 

wobei 4"l = 9J((() und 4" = «i», a^ =«!*>_,.. . im Inter- 
vall t = O...T stetige Funktionen von t sind. 

Der bewiesene Satz überträgt sich ohne weiteres auf 
den Fall, daß ft(t, x^, .. ., x,,, /n, ftt, . . .) eine Potenz- 
reihe mehrerer Parameter /ij , ^u, , . . . ist. 

Die Lösung des Systems (A), welche die Anfangs- 
bedininmeen 

•^ t-O, av-y>(0) + «, (!-!,...,• 

Uorn, GewShnllBhe DUterentialgleicbniigen. 20. ^ t|^ 
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erfällt, führt man durch die Substitutdon 

Xi = tx., + t/i (i = l, ...,n) 

in die durch die Anfangsbedingungen 

t=Ö, pi^<pi{0) {i=l, ...,») 

bestimmte Lösung des STstema 

^ =/*(*. Si + %> ■-■.?- + «-,/*) (i = l,...,n) 

über, wo /v lur t=0.. .T in. eine Potenzreihe der » Ver- 
änderlichen Kl — q>i{t), . . . , y« — 9J„(Q und der n + 1 
Parameter ^ , ocj , . . . , «„ entwickelbar ist Nach dem be- 
wiesenen Satze läßt sieb t// und demnach auch Xi in eine 
Potenzreihe von fi, a^, . . . , oin entwickeln, deren Koeffi- 
zienten im Intervall t=0 ...T stetige Funktionen von t sind. 

Wir haben also den Satz: 

Das Differentialsystem 

^-/,(j, «,,... ,».,rt (i-i, ...,«) 

habe für /i = die in dem Intervall 

der reellen Veränderlichen t stetige Lösung 

X(=<pi{f) (t = l, ...,«). 

Die Funktionen ff seien für alle i-Werte dieses 
Intervalls in Potenzreiben von 

^i-ViW. ••■. ^n~>P»{^, /* 
entwickelbar, welche stetige Funktionen von t zu 
Koeffizienten haben. Die dem System genügenden 
Funktionen Xi,...,Xk von t, welche für ^ = die 
Werte 

Xi = pi(0) + «1 , . . . , a;„ = <pn{0) + a„ 

annehmen, lassen sich in Potenzreihen von /(,«i,...,iXn 
entwickeln, welche für hinreichend kleine absolute 
Beträge dieser » + 1 Größen konvergieren und 
deren Koeffizienten im Intervall t — O...T stetige 
Funktionen von t sind*). 

*) Vgl. Poinoarä, Les mäthodee nouvelles de la H^anique 
Cilest«, Bd. I, B. 68 ff. ; Piosrd, TraiM d' Analyse, Bd. Ul, S. 157—162. 
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§ 68. FerlodiBche ISsungen eines DlffereDtlalHystems 
mit einem Parameter*). Erster Fall. 
Iii dem Differentialsjrstem 

(B) ^-m,x„...,x.,i,) (i-i, ...,») 

mit dem Parameter n sei d eine periodische Funktion 
von t mit der Periode T. Wir nehmen an, das System (B) 
besitze f Qr fi = eine periodische Lösung 

Xi = tpti() {i=\, ...,n) 

mit der Periode T; ' es sei also <pi{{) eine für alle 
reellen Werte von t stetige Funktion, welche die Be- 
dingung >pi{t + T) -= (pi{() erfüllt Wir setzen weiter voraus, 
daB sich /; für alle reeUen Werte von t in eine Potenz- 
reihe von 

^— ViO, ■■•, «■-<P»{Q, (i 
entwickeln läßt, deren Koeffizienten stetige Funktionen von t 
(mit der Periode T) sind. Wir fragen, ob das System (B) 
auch für kleine Werte von fi periodische Lösungen 
mit der Periode T besitzt 

Die Funktionen Xi, welche dem System (B) genügen 
und für ^ -^ die Werte 

Xi = fpi[Q) + «( {»=!,...,») 

annehmen, lassen sich nach g 67 in Potenzreihen von 

«1 , . . . , «, , [i 
entwickeln, welche konvergira^n, wenn die absoluten Beträge 
dieser n -|- 1 Größen hinreichend klein sind, und welche im 
Intervall t=-0 . . .T stetige Funktionen von t zu Koeffi- 
zienten haben. Wir schreiben 

(32) Xi = g,(t,0Ci,...,an,fi) (t = 1 , . . . , n) 

oder bisweilen auch kürzer av = gi(f) tmd beachten, daß 

*) Die in diesem und dem folgenden Paragrapheii dargeatellte 
Methode zur Aufsuchung periodisoher IiJtsungen ist von Poinoarä 
entwickelt und auf das Problem der drei KOrper angewandt 
worden. Vgl PoiDoar4, Mäthodes nouvelles de la M4oanlque 
oäleete, Bd.1, Kap. 3; Pioard, Trait4 d'Analyse, Bd. HI, S. 165fiF.; 
Charlier, Mechanik des Hitmnels, Bd. II, 9. Absohn. 

|..:-,..30\.OOi^lC 
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(33) 



(9.(0,«,, 
I 9.«,0, . 



,0,0) -y.(0 



Die Lösung (32) des Systems (B) besitzt dann nnd 
nur dann die Periode T , wenn 
(34) -ipt = ff((T, «1, . . . , ««, fi) - gt(0, «1, . . . , oin,fi) = 

(i = l, ...,«) 

ist Zunächst sind die Bedingungen (34) notwendig för die 

Periodizität. Daß sie auch hinreichend sind, erkennt man, 

indem man das System (B) durch die Subetitution 

t = T+t' 



§ = MT+.,. 



,/t)=A(i',a,, 



> »n, fl) 



überführt Die Lösung (32) des Systems (B) geht in die- 
jenige Lösung des transformierten Systems über, welche für 
('=0 (d. L für t-^T) die Werte Xt =^ gdT) oder infolge 
der Bedingungen (34) die Werte a:,- =- gi(0) = 95,(0) + «( an- 
nimmt. Da aber die letztere Lösung durch die Anfangs- 
bedingungen bestimmt ist und da das transfonnierte System 
mit dem ursprünglichen übereinstimmt (abgesehen davon, 
daß / durch f ersetzt ist), so nimmt die Lösung (32) für 
den Wert t= T+f denselben Wert an wie für den Wert t', 
d. h. sie besitzt die Periode T. 

Da sich y>,- für «^ = , . . . , «« = , /* = auf 
ipi{T) — <pi^) = reduziert, so läßt sich tfn in eine Potenz- 
reihe von «1 , . . . , «R , /t entwickeln, welche verschwindet, 
wenn alle diese Äi^;umente verschwinden. Wir schreiben 
die linearen Glieder an: 



(35) v* = ^i«i + . 

Wenn' die Determinante 



.-\-Äs^a„ + Aifi + . 



An 



Air 



(36) 

A. ... A„ 
von Nnll verschieden ist, sind die n Periodizitätsbedingungen 
Vi = , , . . , y B = voneinander unabhängig und liewm 
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»i, . . ., oin als Potenzreihea von fi, weldie koDvei^ren, 
wenD \fi\ hinreichend klein ist. Nach EinBetzang der für die Xt 
gefimdenea Werte iet a;^ = g((t, «j ,...,«,, ^) eine perio- 
dische Funktion von t mit der Periode T. Die FnnktioD 
Xt läßt sich als Poteozreihe von- fi darstelleD, welche für 
kleine Werte von |/*l konvergiert und periodische Funk- 
tionen von t mit der Periode x zu Koeffizienten hat. 

Die n Gleichongen yi=0 (i = 1 , ■•■, n) sind nicht 
unabhängig voneinander, wenn das Differentialsystem (B) 
ein Integral 

(37) F{t, Xi, ...,Xn,fl) = CoDBt 

besitzt, wo F eine periodifiche Funktion von t mit der 
Periode T darstellt und auch im Übrigen denselben Charakter 
hat wie vorhin die Funktionen /,■ . Dann ist Dämlich, weil F 
nach Einsetzung einer Lösung des iSystems (B) von t un- 
abhängig ist, 

F(0, 9,(0), . . ., s„(0), ^) - F{T, g^(T), . ..,s.(.T), ^), 
femer ist wegen der Periodizität der Funktion F von t 

F(T, am, ... , g.l,T), f4 - FIP, g,{T), .... s,(T), rf; 
also .bat man 

J'(0, 9,(7), . .., J.m, M)-FiO, s,(0), ..., j.tO), rt-0. 
Die linke Seit« dieser Gleichung läßt sich nach Potenzen von 



eutwü^eln und versdiwindet , wenn ^, , ..., y)„ gleich- 
zeitig verschwinden. Wir schreiben 

CiVi + ■ • • 4- ChV» + ■ . . = 0, 
wo die we^elassenen Glieder von höherer als der ersten 
Dimension in bezug auf ^, , . . . , y;^, ft sind. Wir nehmen 

ßF 
an , c. oder, was dasselbe ist, der Wert von ir- für t = 0, 

Xi = ^{0) , . . . , x^ =- 9'„(0), fi = sei von Null verschieden. 

Dann ist die Gleichung ip^ — 0- eine Folge der Gleidnmgen 

Vi^O, ..., ^«-1 = 0, 
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aas velcheD man w^, . . ., ctn^i als Potenzreiheo von c 
und fi berechnet^ wenn die DetenninaDte 

Mii ... ^1.»- 



(38) 

nicht T«rs<^windet. 



§ 69. Feriodisehe lösim^ii eines Dlfferentlalsystems 
mit einem Parameter. Zweiter FalL 

Wir betrachten jetzt das System 

(C) ^_/,(j„...,a..,rt (i-1,. ..,«), 

worin fi eine eindeutige analytische Funktion der reellen 
Veränderlichen a^ , ..., x^ und des kleinen reellen Para- 
meters fi ist, aber von t nicht abhängt. Wir nehmen an, 
das System (C) besitze für fi = eine periodische Lö- 
sung mit der Periode T: 

Xi-'tjpiit) (t = l, ...,«). 

Wir fr^en, ob auch für kleine Werte von ft perio- 
dische Lösungen vorhanden sind. In § 68, wo ff eine 
periodische Funktion von t mit der Periode T war, mußte 
eine periodische Lösung des DifferentialsyetemB ebenfaUs 
die Periode T besitzen; jetzt, wo fi von t nnabhäng^ ist, 
ist die Periode einer etwaigen periodtBchen Lösung nicht von 
vornherein bestimmt; wir setzen die Periode gleich T+z, 
wo T eine kleine Gröfie darstellen soll. 

Die dem System (C) genügenden Funktionen Xt, welche 
für / = die Werte ^((0) + cci annehmen, lassen sich nach 
§ 67 in Potenzreihen von 

«1, ..., «», /i 
entwickeln, deren Koeffizienten jetzt analytische Funk- 
tionen von t sind: 

(39) Xi = gi(t,a^,...,a,,fi) (t = l, ...,«), 

wofür wir wie oben gelegentlich auch Xi = gt{{) schreiben. 
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Die Funktionen Xi besitzen dann und nur dann die Periode 
T+t, wenn , 

(40) vv = ft{r+r, «,,..., «»,/^)-ff,(0,«i,..., «„,/*) = 6 

(»=1, ...,») 
ist. Da gi{{) eine analjtiBche Funktion von t ist, läßt Bicli 
^f in eine Fotenzreihe der n -|- 2 kleinen Größen 

X, «1, ..., «„, fl 
entwickeln, welche kein von diesen n-\-2 Girößea freies 
Glied enthält. Die letztere Behauptung folgt daraus, daß 
sich für T — «! = ... = aB = /i = y* &"^ 
gtiT, 0, . . . , 0, 0) -ft(0 , 0, . . . , 0, 0)=<pdT) - <p,iO) = 
reduziert. 

Igt a^^ffiif) eine Losung des Systems (C), so ist 
Xt = gi(t -}- h) , wo h eine willkürliche Konstante darstellt, 
ebenfalls eine Lösung. Mau kann daher den Nullwert der 
unabhäugigen Veränderlichen t so wählen, daß z. B. 

«n = 

wird, daß also y* als Potenzreihe der m + 1 Argumente 

T, «1, . . ., a„-i, fl 
erscheint. Ist die Determinante der KoefGzienten von 
T, (Xx, . . . , An-i in den Potenzreihenentwickelungen von 
Vii •■■! V" '^on Null verschieden, so lassen sichr, «i, -.., ««-i 
als Potenzreihen von /i darstellen. Es ist also für jeden 
hinreichend kleinen Wert des Parameters /t eine periodische 
LÖBung Xi des Systems (C) vorbanden, deren Periode T+t 
eine Potenzreibe von ft ist, welche sich für /* = auf T 
reduziert. In dieser periodischen Lösung darf t um eine 
Konstante vermehrt werden. 

Die gefundene periodische Funktion Xi läßt sich als 
periodische Funktion von 

_ 2nt 
"*" T+T 
mit der Periode 2 ji darstellen ; sie ist in eine Potenzreihe von fi 
entwickelbar, deren Koeffizienten sich als analytische perio- 
dieobe Funktionen von u mit der Periode 2ji in Fourier- 
Bche Reihen entwickeln lassen. 

,.,:„.., ,A.<XNIC 
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Wenn das System (C) ein Integml 
(41) F{zi , ...,x^,fi)~ Conat 

besitst, hat man Shnlich wie in g 68 

Die linke Seite dieser Gleichung läßt sich in eine Fotenz- 
reihe von v»! » ■■■,y», ^ , »i, ..-»«■)/* entwickeln, welche 
^eiobzeidg mit y)^, . , ., yj^ verschwindet; wir schreiben die 
Gleichung unter BeBchränkimg auf die linearen Glieder 

CiVi + --. + c-v» + --- = 0. 

dl 
"Wenn c„, d. h. der Wert von ■= — für x, = w.{0), .... 

dXn 

^>> = 9'ii(0),jU>kO, nicht verschwindet, haben die» — 1 Gl^- 
chungen 

Vi = 0, ..., v'«-i-=0 
die Gleichung v„ = zur Folge. Setzt man wieder «» = 
und ist die Determinante der Koeffizienten von Xi, . . ., Oin-i 
in den Fotenzreihenentwickelongea von V'ii ■ - - • Vx-i von 
Null verschieden, so ergeben sich ix^, . . ., fX„..i als Potenz- 
reihen der kleinen Größen z und /i . Setzt man insbeeondere 
r ■- , Bo hat man für kleine Wert« von /a eine periodische 
Lösnng mit der Periode T. 

§ 70. Angaben. 
Aufgabe 1. Die Lösung x der DifTerential^eichung 

~ + x = a^x' + Ojarä + . . . , 

welche die Anfangsbedingung 

( = 0, x = c, ~ = 
at 

erfüllt, läßt sich in eine Potenzreihe der kleinen Große c 
eutwickeln, deren Koeffizienten Funktionen von t sind. 
Man zeige, daß diese Lösung die Periode 

besitzt. Man führe die unabhängige Veränderliche u = —^ 
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ein und stelle die erwSbnte LÖaung x als Fotenzreihe von c 
dar, deren Koe£fizienteD periodische Funktionen von u mit 
der Periode 2n sind. (Vgl Hörn, Zeitschr. f. M&th. u. 
Phys., Bd. 47, 8. 401—409). 

Die Di£Ferentialgleichung stellt die Schwingongeo eines 
Punktes von der Masse 1 'unter der' Einwirkung der Kraft 

dar; x ist bei geradliniger Bewegung die Abszisse des 
Punktes. 

Aufgabe 2. Weierstraß (Über eine Gattung reell 
periodischer Funktionen; Werke, Bd. II, 8. 1 — 6) behandelt 
die Differentialgleichung 

WO Fi[x) eine in dem Intervall a<.x<b positive und nicht 
verschwindende, eindeutige, stetige Funktion darstellt Ge- 
hört der einem Wert von t entsprechende Anfangswert 
von X diesem Intervall an, so ist x eine periodische Funk- 
tion von t, deren Fouriersohe ReiheDentwickelung auf- 
gestellt wird. 

Nach der von WeierstraB dargestellten Methode kann 
Au%abe 1 gelöst werden, indem die angegebene Differential- 

fleidinne unter den dortigen Anfangsbedingungen auf die 
'orm gebracht wird: 

(^)'= c» - ar^ + |o, {a;« - c»«) + lOs (a^ - c*) + . . . . 

(Vgl. Hörn, Zeitschr. f. Math. u. Fbys., Bd. 49, S. 257— 263.) 
Aufgabe 3. In § 68 und § 69 wurden periodische 
Lösungen von Differentials^temen mit einem Parameter 
aa:^eBucbt Wir betrachten jetzt ein DifferentJalsystem ohne 
Parameter 

äxi 

^ = Mai, .-■,;»„) (i=l, ...,h), 

welches unter gewissen Bedingungen periodische Lösungen 
besitzt (Vgl. Hörn, Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 48, 
8. 405—419.) Es sei nämlich 

/( — Ofla:i + ...+a(„iK» + ... (i= 1, ..., w) 



314 ^ Abscbnitt. Differenti&lgleiohnngen mit Parametoni. 

eine an der Stelle Xi=0, ..., x„ = verBcbvrindeDde, in 
der ÜD^bong dieser Stelle reguläre Funktion von x^, . . ., x„. 
Die Gleichung mit der Unbekannten s 



a»t 



,a»n — s 



habe ein Paar einfacher rein ima^Srer Wurzeln +il, —iX, 
aber daneben keine Wurzel +imX (m ganze Zahl) und 
keine Wurzel 0. £& sei ein l&tegral 

F{Xi , ..., x^) = Const. 
vorhanden, wo F eine Potenzreihe von Xj, ..., x^ darstellt^ 
welche mit quadratischen Gliedern beginnt. Dann existiert 
eine periodische Lösung, deren Periode als Potenzreihe einer 
kleinen Int^ationskonstauten e erscheint 

Dieses Besaltat kann man benutzen, um die periodischen 
Bewegungen eines mechanischen Systems von « Freiheits- 
graden, dessen Verbindungen von der Zeit t nicht abhängen, 
in der Nähe einer stabilen Gleichgewichtslage darzustellen 
(a. a. O-, S. 419—425). Davon ist Au%abe 1 ein Spezialfall. 
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XII. AbBchnitt 



Singnlaritfiten der Differential- 
gleichungen. 



§ 71. Slngnl&re Stellen eines Systems TOn 
BiffereDtialgleichaiigen. 

Wir schreiben ein System von n— 1 Differential- 
gleicbnngen erster Ordnung zwischen n VeräDderlichen 
Xi, . . ., x^ in der folgenden Form an : 

Xi[Xi, Xjf . ..f Xn) Xi(Xi, Xf, ..., Xn) 

dXn 
^»(*1 ) ^ I • • • t ^h) ' 
vo Xi, X,, . . ., X„ als analytische Funktionen der Yei^ 
änderllchen Xi,x,,...,Xn vorausgesetzt werden, welche 
eich in der Umgebang der Stelle 

Xi ^ a^, Xj ^ Oj , • ■ ■ I !Sn ^ a» 
r^pjlär verhalten. Ist an dieser Stelle eine der Funktionen 
Xi , Xj , . . . , X« , z. B. Xj , von Null verschieden, so ver- 
halten sich die Quotienten 
Xi(a^, ...,a:,) 
X,{x„ 
an der Stelle (a^ , . . . , a„) regulär, und das Differentdalsystem 
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besitst aach § 3 eine Lösung 

(1) X, = iptiXi), ...,Xn = >pn(3!i) , 

wo ^i{Xi) {i=2, ..., n) eine in der Umgebung von a:, — o^ 
iwuläre Funktion von Xi daret^Ilt, welche für Xi = % den 
Wert a,' annimmt. 

Verschwindet X^ för a^ = Oi , . . . , a;, = o„ , ist aber 
z. B. Xn an dieser Stelle von Null verechieden, so führt 
man x« als unabhängige YerSnderliche ein. Zu einer weiteren 
Bemerkung ist nur dann Anlaß, wenn ausdrücklich verlangt 
wird, a^, . . . , Xu ais Funktionen von x^ darzustellen. Jetzt 
sind die Quotienten 

ga;:::::j =/^"---' «=1.-.»-» 

an der Stelle (o^ , . . . , a«) regulär, und ee ist 

^,(a.,...,o,)-0. 
Das DifFerentialBystem 

besitzt nach § 3 eine Lösung 

Xi—üi — A^l{x„ — o„) + Aitix^ — a„)» + . . . 



^' "" \dxj^, 



= 



ist Ist außerdem A^^ =0, . ■ ., j4i,,<-i = 0, ißt aber A^f, 
von Null verschieden, so hat man 

*i ~ «1 = ^ii^i^t. — «ny* + Ai,'^+i(X„ — anY*^ + . . . . 
Durch Ausziehen der fiten Wurzel eriiSlt man 

(x,-af=pr,(xn~a,)[l + ^^^iXu-a.y+...Y 
= Bi{x„ - a,) + Bjixn - an)' +..., 
und hieraoB ei^bt sich 

Xn-a„^ C.i(ic, - Ol)'' + Cnt{xi -Ol)" + • • . 
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als Potenzreihe von (a^ — Oj)'* . Setzt man diesen Äusdmok 
von Xn — »« in die Au8dr0(^e für Xj—a^, ..., a^_i — o„_i 
ein, Bo eriiält man 

2. »_ 

Xi — ö, = Gii{xi — oiY + Cti(xi — Ol)'' + . . . 
(i = 2, ...,«) 

als Fotenzreihen von (x, — o^)''. Wenn man also a:^» . . .,Xn 
als Funktionen der nnabhängigen Veränderlichen a;^ auffaßt, 
80 erscheint a^i = o, als a^ebraische Verzweigungsstelle.*) 
Es bt aber za beuuiten, d^ diese Singularität nur durch 
die Wahl der unabhängigen Veränderlicben x^ eingeführt 
wird; denn VOThin erschienen x^, .,,,x^-i ab reguläre 
JBHinktionen von x«. — Wenn sich die obige Gleiäung, 
velohe x^ — a^ bX& Fotenzreihe von x» — a« darstellt, auf 
a^ — Oj = reduziert, so kann a^, nicht als unabh^gige 
Veränderliche eingeführt werden. 

Im Falle n = 3 können wir ein System reeller Werte 
von Xy,x^,x^ als die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Funktes im Baume auffassen. Sind Oi , Oj , o, reell, ebenso 
wie die Koeffizienten der Fotenzreihen von a^ — o^ , a^ — Oj , 
x^—Os, in welche sich X^ , X, ,, X, entwickeln lassen, so 
erscheinen auch fjCD^), (p^ix^) a\s Potenzreiben von x^ — Oi 
mit reellen Koeffizienten, und die Gleichungen 

stellen eine dem Bifierentialsystem 

äos^ dxj dxg 

genügende Kurve (eine Int^ralkurve) dar, weldie durch den 
Punkt Xj^ = a^f Xf = af, Xg^' Og geht. Auch wenn für 
sämtliche vorkommenden Größen komplexe Werte zugelassen 
werden, wird ein Wertsystem Xj^, x,, x^ als „Punkt" und 
eine Mannigfaltigkeit von Punkten x^, x^, Xg, welche zwei 
unabhängigen Gleichungen genügt, als „Kurve" bezeichnet. 
Es ist lediglich eine bequeme Ausdrucksweise, wenn 
wir auch im Falle eines beliebigen n jedes System reeller 
oder komplexer Werte von x^, Xj, . . . , x„ als Punkt im 

•) Vgl. für » = 2 SchleBinger, S. S., § 10. 
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Banme von n Dimensionen, eine durch n — 1 unabhängige 
Gleichungen zwischen x^^, x^, . . . , x„ dai^etellte Mannig- 
faltigkeit von Wertaystemen a^ , a^ ,...,«, als Kurve und 
demgenmB die durch die obigen Gleichungen (1) dargestellte 
Mannigfaltigkeit eis Integralkurve des DifFerentJalsyetems (A) 
beEeiciöien. 

Wir kSnnen nun den Satz aussprechen, welcher aas 
dem Vorhergehenden mit Rücksicht anf § 3 und § 6 folgt; 

Durch einen Punkte, =0], . . ., x„ = ß„, in welchem 
nicht BÜmtliche Funktionen X,, . . ., Xn verschwinden, 
geht nur eine Integralkurve des Differential- 
syatems (A). 

Ein Punkt x, = a^, . . . , x^^'a^, in welchem die 
» Funktionen X, , . . . , X„ gleichzeitig verschwinden, wird 
als singulärer Punkt des Sjetems (A) beseichnet Wir 
nehmen an, 

a^ = 0, .. ., a:« = 

sei ein solcher singulärer Funkt, in dessen Umgebung sich 
X^ , . . . , X. in Potenzreihen von a^ , . . . , Xn entwickeln 
lassen, welche kein konstantes Glied besitzen und deren 
lineare Glieder wir ausdrücklich anschreiben: 
Xi ■= aiia;i + • • ■ + ain^^n + • - ■ > 

(2) 

X„ = o,,ir, + . . . + a„nXn + 

Indem wir uns auf den einiachsten Fall beschränken, setzen 
wir voraus, daß die Deterodnante 

(3) m = 



, . . . , Omn — jI 

n einfache Elementarteiler 

A - ii , . . . , X~Xn 
besitzt and daß X^, . . ., in von Null verschieden sind. 

Das System (A) läßt sich nach § 20 durch eine linei 
Transformation 

(/i=.Ä„a:, + ..- +Äi„a;„, 
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mitkoDBtBDtenKoeffizieate&Aii, . . ., ^« auf dieForm bringen: 

wo ^ . 

r,-2,ff, + ... _ (i = i, ...,«) 

in Potenzreihen von yi,.--,S/n entwickelbar sind, von 
welchen nur die Glieder niedrigsten Grades ai^escluieben sind. 

Wir können also der weiteren Betrachtang, indem wir 
die neuen Veränderlichen wieder mit Xi, , . ., Xn bezeichnen, 
das System (Ä) zugrunde legen, worin 
(4) X, = X,x,+ ... "(i-l,...,n) 

Potenzreihen von a^ , , . . , x„ sind, welche für a^ ■= 0, . . . , 
x„ = verechwindea und von denen nnr die linearen Glieder 
angeBchrieben sind; die Konstanten i^, . . . , Xm sollen von 
Null verschieden sein. Es ist aber nicht notiveudig, daß 
alle Größen X^, , i^ voneinander verschieden sind. 

Unter Einführung einer Hilfsveränderlichen t geben wir 
dem System (Ä) die Form 

(^'_Z, (i=l,2,...,«) 

und suchen Litc^ralkurven, welche in der NShe des singulären 
Punktes a^ -= , . . . , a;, = verlaufen, dadurch andytisdi 
darzustellen, daß wir vermittels koovei^euter Beihenent- 
wicklungen a^ , . . . , a;« als Funktionen von t ausdrücken*). 

§ 72. ReiheDentwieUimg der Losungen eines Differential' 
Systems in der [Imgebang singnlftrer Stellen. 

In dem Differentialsystem 

(B) t^ = ltX, + <pt{X^,...,Xn) («=1,...,«) 



dt 



*) Die ersten Unterauobungen Aber die Singularitäten einer 
Differentialgleichung erster Ordnung rfifaren von Briot und 
Bouquet her (Journal de l'Ecole polytechnique, c&hier 36). 
Weitergebende UnterBuohungen teils für DifferentJalgleicbungen 
erster Ordnung, teils für DifFerentialsysteme, führten zunicbBt 
Picard (Comptes renduB, Bd. 87, S. 430 u. 8. 743), Poiiicar6 
(Joum. de l'öc. pol., cah. 45; Thöse, Pari» 1879). Vgl. Königs- 
berger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen, Kap. S; 
Picard, Traiiä d'Änalyse, Bd. m, Kap. 1 u. 2. 

Weitere Literaturangaben zum ^11. und XTII. Abschnitt in 
der Enzyklopfidie der math. Wise^ Bd. IIA, 8. 206—229. 
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sei <pi eine Potenzreihe von %, ...,««, in welcher 
die Glieder von geriogerer als der zweiten DimensioD 
fehlen. Die Größen 

Ai,...,i» (m^n) 

mögen positive, die Größen 

negative reelle Teile besitzen. 

Wir nehmen weiter an, daß keine Relation 

(5) i< = ?>, ^ + . . . + i». i- (i = 1 , . . . , f») 
besteht, ytopi , • • • , Pm ganze positive Zahlen (einsohL 
Null) sind, för welche 

Pi + ...+P~> 1 
ist Dann lassen sich, wenn wir m willbfirliche 
KonstanteCi, . . ., (7„ einführen, :e,, . . . , ^KalsPotenz- 
reihen der m Argumente 

(6) «1 - C, (^ , . . . , M, = C^ff- 
darstellen, welche konvergieren, wenn die absoluten 
Betrige dieser Argumente hinreichend klein sind. 

Um dieee Behauptung zu beweisen, geben wir dem 
System (B) die Form 

(7) Ai Ml -^ + . . . + i„tt„ ^ = kiZi + tpiiXi , . . . , »k) 

worm 

q,,{x^, ...,x„) - 2" 4? ».^ ---^i- 

eine für l^il £ *■, ■ - ■ , I^bI ^ ♦■ konvergente Potenzreihe 
sein m^.. Wir suchea die Differentialgleichungen (7) durch 
Potenzreihen 

(8) a;,=- X^P? P»< ■ • •<- (PI + . . . +P- ^ 1) 

zu befriedigen, welche f Qr «i = ...=«» = verschwinden, 

Die Einsetzung der Reihen (8) in die Differential- 
gleichm]gen (7) eigibt die Bekarsionsformeln 

(9) {p.Ai + ...+P«A«-^.)C....^.= ---i 
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jedes Glied der rechten Seite ist ein Produkt aus eioer 
Gröfie Ä^ i und zwei oder mehreren Größen 

c?. 

wo i' eine der Zahlen 1 , . . . , » ist, während p'i, ■ ■ . , j>^ 
ganze positive Zahlen (eioBchl. Null) sind, weltdie die Be- 
disgong erfüllen: 

(10) pi^Pi, ...,K ^Pm, Pl + . . . +i4<Pi + .--+Pm- 
Falls der Ausdruck 

(11) Pi^ + ...+p,.lL-l, 

von Null verschieden ist, läßt sich vermittels der Kekursions- 
formel (9) die Größe C^ ^ durch Größen C^f,...,p'_ 
{%' = 1, . . ., n) ausdrücken, düren Indizes pj , . . • , pi, die 
Bedingung (10) erfüllen. Da nach der im obigen Satze 
gemachten Voraussetzung für p^ + . . . + jj«, ^ 2 der Aus- 
druck (11) nicht verschwinden kann, so lassen sich die 
Größen C^ . ,j_ , für welche ^ + . . . + p« S 2 ist, dnrch 
solche Größen C^^^^ ausdrücken, deren Indizesp^, ...,p„ 
die Summe 1 haben. Im Falle Pi + • ■ ■ +Pm = ^ ist die 
redite Seite der Rekursionsformel (9) gleich Null; ist i eine 
der Zahlen 1 , . . . , m, so verschwindet der Ausdruck (11) für 

Pi=0, ..., p. = l, ..., ^»1 = 0, 
während er sonst stets von Null verschieden ist, voraus- 
gesetzt, daß keine zwei der Größen ^, . . ., i„ einander 
gleich sind. Daher nimmt der Koeffizient von U( in der 
Eeihe für Xi {i'^ 1 , . . . , m) einen beliebigen Wert an, 
während alle übrigen Koeffizienten von Uj , ...,»„ ia den 
Beihen für x^, . . ., Xn verschwinden. Nehmen wir den 
willkürlich zu wählenden Koeffizienten von u,' in der Reihen- 
entwicklung von Xi gleich 1 an, so erscheinen Xi, . . . , x„ 
als vollständig bestimmte Fotenzreiheu von %,...,»„,, und 
zwar enthält x^ das einzige Uneare Glied u^ usw., Xm das 
einzige lineare Glied «„ , während in x„ .^ i , . . . , :r„ die linearen 
Glieder fehlen. 

Ist z. B. Ai = ^ , so verschwindet jeder der beiden Aus- 

. PiAi + ...+i)»i„-if (i=l,2) 

i , GeirOliiiliche DUferBnUftlgleichuDgen. , . 21(. idC^'-MC 
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Bowobl tfir Pi = l,Pf = 0,Pa = 0, . . ., p„ = 0, als auch 
tärpi=0,pj = l,Pg=0, ..., p„ = 0; es köimeD also in 
den BeiheD ffir a\ and x^ die Koeffizienten von u^ und 
von Uj willkürlich gewählt werden. Es ist insbesondere auch 
zulässig, in der Reihe für % den Koeffizienten von % gleich 1, 
die Koefßzienten der übrigen linearen Glieder gleich Null, 
in der Keihe für x^ den Koeffizienten von Uj gleich 1 , die 
Koeffizienten der übrigen linearen Glieder gleich Kuli an- 
zunehmen. 

Die formal berechneten Fotenzreiben (8) stellen, falls 
sie konvei^eren, eine Lösung des DifiTerentialsystems (B) mit 
m willkürlichen Konstanten dar. 

Zum Zweck des Konvergenzbeweises zeigen wir zunächst, 
daß sich eine positive (von Null verschiedene) Größe e so 
angeben laßt, daß 
(12) |piJ, + ...+j).l.-i,|>j 

ist für 1=1, , » und für alle ganzzafaligen positiven 

Werte (einschl. Null) von p^, . . .,p„, deren Summe 
Pi + • ■■ +Pm größer als 1 ist. Es sei nämlich 

i( = o,. + 6</irT (i = 1 ,...,«) ; 

üi, . . ., a„ liegen zwischen und einer positiven Größe co , 
wSbrend a„.,.i, ..., a„ Null oder negativ sind. SindJ.und.S 
beliebige reelle Zahlen, so bt 



Man bat demgemäß 

\Pili + ... +Pm^-it\^\pia, + ... +p„a„-ai\ . 

Für diejenigen Weltsysteme p^, . . . , p„, für welche 
i),«! + ■ • ■ +J'«"m>2a) ist, ist 

Pi<h + ...+p„a„~ai>(o. 

Für die endliche Anzahl von Wertaystemen p^, . . - , j)« , 
für welche Pi«! + . ■ - -hj)..«« ^ 2cu ist, nimmt der Aus- 
druck |Pi »1 + • . . + Pm ö« — «( I lauter von Null verschiedene 
Werte an, deren kleinster o/ heißen m^e. Ist e die kleinere 
der beiden positiven Größen cu und a>', so hat man 
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Die auB dem DifferentialsyBtem (7) bereclmeten Potenz- 
reihen a^, . . . , x„ von i^ , . . . , Un vergleichen wir mit den 
Potenzreihen {, , ■ . ■ , ^h von u^ , ...,»«, welche eich aus 
den Gleichiingen 

»1 --«Ji+e«i+*i(Ji, ■.-,E-) = 0, 



G- - -es- + ««• + *■(?, . . . . , E„) = , 
G,+x = -£S-+, + *„+i{Ei , . . . , j,) = , 

G- --££-+ *-(Ei> ■•■» J») = 
berechnen lassen. Hierbei ist 

(A, + . . . + j« a 2) 

gesetet Da die FnnktionaldetemiiDaute 
a(Qi,...,G,) 

fÖrwi = ...=«« = 0,Ei — ...«j„ — den von Null ver- 
schiedenen Wert (— e)" annimmt, so werden die Gleichungen (13) 
nach § 8 durch ein System von Potenzreihen 

(14) h-'z^'-i ft. ";'■■■* (•■=!, ■■■,•) 

befriedigt, welche für u^ = , . . . , u«, ~ verschwinden und 
konvergieren, wenn die absoluten Beträge von u^, . . . , u„ 
unter einer gewiBsen Grenze B bleiben. Die Beihe (14) für 
li {i=l, . .. , m)enth&lt das einzige lineare Glied u^ während 
in den Reihen für fm+i , ...,£» die linearen Glieder voll- 
ständig fehlen. 

Zur Berechnung der Koeffizienten 

K r. (!>, + .•■+?.& 2) 

dient die BekarsionBfomiel 

(15) «e» ^ = ..., 

deren rechte Seite aus der rechten Seite der Beknrsions- 
formel (9) dadurch hervoi^ht, daß man Ä^ » durch 
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i^,....t.| «»^ <>?,...,/. dnnOi 6j[),...,j^_«rBetri. Föraiiiii- 

Mcbe Koeffizienten <Sf^ ^ erbat man positive Werte, und 

aoa der Vei^leicbang der Beknrnonsformeln (9) und (15) 
e^jibt si<A 

(16) l^^t-J^e^ ,-• 

Daher sind anch die BeOieD (8) ffir |tii|<^. ...,[«.[ <J2 
ktmvoeent 

mr nuden jetzt die etwas allgemdnere Annahm^ daß 
die GrÖßeo 3ii,...,Xm in der komplexen Zahlen- 
ebene auf derselben Seite einer dnrch den Nnll- 
pnnkt gehenden Geraden liegen, wShrmd die GröQoL 
Am+i , • . ■ , )in auf der anderen Seite oder auf dieser Geraden 
gel^n nnd. 

Setzt man , 

X^=m0F,y^ (* = l,...,m), 

so ist ein Winkel ip so vorhanden, daß 

<p-^<9t<9 + ^ (»— 1, ...,m) 

ist Dnrdi die Subetitation 

t = t"-^^^ 
gehen die Differentialgleichungen (B) 

t^ = liX,+ ... (t=l, ...,«) 

= ^e-vV^=|A',|^*'>^ (t=l, ...,m) 

9?; = y.- - y (i = 1 , . . . , rt) , 

-J<f^'<^ (t = l, •■..»») 

ist Hiemaob sind die reellen Teile von X'i, . ,,, l'„ positiv. 
Besteht keine Relation (5) 

;< = Pi Ai + . . . + J>m ^ {» = 1 ,...,»») , 



über in 



und 
also 
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WO Pi, . . . , p„ positive ganze Zfüilen (einschl. Null) mit der 
Summe Pi + . .. +Pm>l sind, so besteht auch keine 
Relation ,, ,, , . „ ,. . 

H'-Pl^l + •■•+PmXm (i=l, ...,»i), 

ond es lassen sich Xi, .. ., x» als Potenzreihen von 

Ut = Cit'K (i=l, ...,»i) 

darstellen. Da fK = fit ist, so erscheinen auch jetzt 
Xi, . . . , x„ als Potenzreihen der m Argumente (6) 

welche konvei^eren, wenn die absoluten Betri^ dieser 
Argumente hinreichend klein sind. 

§ 73. Eingehendere Behrnndlong geirisser 

SlttgalaritSten von Bifferentlalgleldinngen erster 

Ordnung. 

Der Fall einer einzigen Differentialgleichung zwiBchen 
zwei Veränderlichen (n — 2) möge etwas eingehender behandelt 
werden. 

In der Differentialgleichung 

welche wir durch das System 
dt ' 



(b) 



- Y(x, y) 



ersetzen, seien X, Y analytische Fonktionen von x, y, 
welche an der Stelle a: ■= , y = verschwinden und sich 
in der Umgebung dieser Stelle regulär verhalten. Wir setzen 

^''^ \T^a,x + i 

Hat die Determinante 

(18) /■(;)= h-^ 

Dcillizedoy Google 
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80 geht 



zwei einfache E] 


ementarteiler l—X, ,1^ — U 


das System 


(b) durch eine lineare Substitution 


(19) 


t-h^x + Ky, 


über in 








.§ = .. + ..., 


(20) 




'S-^' + -- 



Dabei kann auch li'=^ l^ sein, was dann eintritt, wenn 
Oi"=6j,aj=0,&,=0 ist; die Einfühmngneuer Verändei^ 
liehen ist dann gar nicht erforderlich. Wenn die Deter- 
minante f{l) den zweifachen Elementarteiler {l — X^^ 
bealtst, läßt eich das System (b) durch eine SubBtitntion von 
der Form (19) auf die Gestalt bringen: 



(21) 



dt 
dri 
'~di- 



-J.f + . 



*.•) + « + • 



Die Koeffizienten der linearen Substitution (19), welche 
unser System entweder in die Form (20) oder in die Form (21) 
üljerfülüt, können nach § 16 und § 18 bereclmet werden. 
Zur direliten Ausfülmmg der Bechnun? fülu^n wir die dem 
System (&) entsprechende particUe Di^rentialgleichung 



(22) 






Sx 



durch die Sul)stitution (19) in 

(23) 

Aber, wo 






ist 



Damit im Falle einfacher Elementarteiler 
. !,{ + ..., H-l,,+... 



ran ftl) 
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wird, mÜBsen die GleichuDgen 

Äi (% 3: + 61 y) + Ai (a, a; + ^ y) = i, (Äi a; + Äi y) , 
hi(a,x + b,i/) +kj(ajX + b^y) = Xt(htX + k^y) 

identisch in 3;, ^ erfüllt sein. Das YeiiiältDia Ai : Ü:, ist 
den GleiohoDgen 

,„, (»,(<., -4)+*, 0,-0, 

das YerbältniB Aj : Je, den Gleichungen 

gemäß zu wählen. Im Falle ^ = ^ sind alle diese Gleichungen 
identisch erfüllt, bo daß die Koeffizienten der linearen Sub- 
stitution (19) willkürlich bleiben. 

Damit im Falle eines zweifachen Elementarteilers der 
Determinante f(X) 

wird, müssen die iden^eohen Gleichungen bestehen: 

Ä, (Ol 3! + fti ff) + Ji (Oj a: + ft, y) = Ao (Äi 3! + *, y) , 
h^{aiX + biy)+k^(a,x + bty) = Xo(h,x + kiy) + (hiX + kiy). 
Daraus folgt 

<9ß^ |Ai(«i~io) + *i«h=0, 

\ä,6, +ä.(6,-^) = 



nnd 

(27) 



\h,h, +i,(Si-«-i,, 
Aus den Oleidumgen (26) ergibt sich 

Wenn man die erste Gleichung (27) mit 
mit Ol — ito multipliziert und addiert, ergib) 

0-»,+0-i, S, »,+(»,- 

setzt man 

r'.,-..:S....GoOQlc 
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so wird die rechte Seite gleich 

«6.{«»i + &»-2^), 

d. h. gleich Null wegen 

fA)-2i,-(o,+J,)-0. 

Eb ist also die eiDe der beideo Gleichungen (27) eine Folge 
der anderen. Man kann die eine der beiden Größen A, , k, 
durch die beliebig zu wahlende andere ausdrücken, nachdem 
hl , \ festgelegt sind. 

Sind die Wurzeln /i,^ der Gleichung /{/) = von 
Null verschieden, ist aber /, ^mX^ oder X^ ^mX^, wo m 
eine von 1 verschiedene ganze positive Zahl ist, so 
versagen die Entwickelungen von § 72, Ohne Beeintrkdi- 
tignng der Ällgemeinlieit können wir ;ti = 1 , Aj = m setzen 
und die DifFerentialgleichucgen auf die Form 



bringen; die Konstante fi kann gleich Null gemacht, aber 
auch von Null verschieden angenommen werden. Durch die 
Substitution 



wird das System (28) auf die Form gebracht: 



^^, I (2y-a)/i , (e'-2&)^' 



{!-»»)» (1-m)« 

ist Barch wiederholte Anwendung dieser Substitution kann 
die ganze positive Zahl m auf 1 reduziert, also das 



g 78. DifFerentialgleiobungen erster Ordnung. 
System (28) auf die Form 






dr 



i/+/ia; + . 



gebracht werden. Dieselbe Form besitzt auch das Syetem (21), 
da man darin ohne BeechräDkung der Allgemeitmeit Ag = 1 
annehmen darf. Im Falle /« = läßt sich das System (29) 
nach § 72 behandeln. 

Um das System (29) anter der VorauBsetzung zn inte- 
grieren, daß /« von Null verschieden ist, setzen wir 



(30) 


»_i, »__(IoE< 


Dann ist 






ÜK dv 


(31) 


'Tt-"- 'li-'- 



und die Differeotialgleiclimigen (29) geliec 
t ex 8x 



(32) 



»):s;-!' + ''^^ 



'ei- 

Wir suchen dieselben durch Fotenzreihen von u, « 

(33) J'"'^" 
U = 0(«,.')=X^,«''« 

zu befriedigen. Setzt man diese Beihen in (32) ein und 
vergleicht man die Koeffizienten von tCv^, so erhält man 
zur Berechnung der Größen Apq , Bp^ die BehurBionBfonneln 

(34) ((jr' + 9-l)^.-(9 + l)^-',." + ---- 

lCp + ?-l)A.-(4 + l)^i.-.,.« + /'A. + ---. 
WO die nicht angeschriebenen Glieder solche Größen A^^t 
Sp'q' enthalten, in welchen i^+g'<p + q ist. Für p + g=l 
lauten diese Formeln 

0=-^n, 0=0, 

= Boi + ftAio, 0-ftAoii 
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sie werden z. B. durch die Wette befriedigt: 
^10 — 1, ^i"=0. 

Alle folgenden GröSen Jp, , ^, {p + g > 1) sind nun durch 
die ßektireionsformeln (34) bestimmt. Wir verstehen unter 
^(u, v), 0(u, ti) die Fotenzreihen, deren Koeffizienten die 
Bo fiiderten Größen Af, , Bp, sind. 

Versteht mau unter u , v die allgemeinste Lösung der 
DifTerentialgleidiungen (31), nämlich 

u = Ot, v-.-CMog(+C'* 

mit den willkürlichen Konstanten C, C, so bleiben alle 
biBherigen Betracbtongen unverändert bestehen. Die Diffe- 
rentialgleichungen (29) werden also durch die 
Keihen 
f351 [x = '^iCt,~Ct\ogt^C't), 

befriedigt 

Der Beweis dafür, daß die Beihen i|S(u, v), D(u, v) 
konvergieren, wenn die absoluten Beträge von u und v hin- 
reichend küein sind, möge hier übergangen werden*). 



§ 74. Divei^ente Beuten, welehe Differential- 
gleiclmngen befriedigen. 

In § 73 wurde die Differentialgleidinng (a) unter der 
Voraussetzung betrachtet, daß die Potenzreiheneotwickelungen 
der Funktionen X, Y mit m x,y linearen Gliedern oe- 
ginnen. Wenn in einer dieser Funktionen die linearen 
Glieder fehlen, treten ganz andere Verhältnisse auf. 

Nehmen wir z. ß. die Differentialgleichung 

(36) »«+'^-0(1,»), 

*) Entapreofaende Untersuchungen Aber Differenüalsyateme 
mit mehreren abhftngigen Yerfinderlioben findet man u. a, in 
einem Aufsatz des Yerf. in Grelles Journal, Bd. 116, 117, sowie bei 
LindelSf, Acta 3oo. Fennicae, Bd. 22. 
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worin 

0(x , p) = ay + AtgX + A,oX' + Ai^y + Aiiy*+ ■ •• 
eine für a: = , y — versohwindende, in der Umgebung 
dieser Stelle reguläre Funktion und & eine ganze positiTe 
Zahl bedeutet 

Ist k = 0, liegt also die Differentialgleiobniig 

(37) i^_G(«,y) 

vor und ist a keine ganze positive Zahl, so wird die DifFe- 
rentialgleictung durch eine Potenzreihe 

(38) ff = C,x+ C^x* -\- Ctx» + . . . 

formell befriedigt, deren Koeffizienten aus den Gleichungen 
berechnet werden: 

(l-a)C,_4„, 

(2 - o)0, - ^, + AiCi + A.C," , 



Daß die so berechnete Potenzreilie für hinreichend kleine 
Werte von \x\ konvergiert, erkennt man, indem man die 
Differentialgleichang (37) durch das System 
,di 

4^G(.„) 

ersetzt und die Sätze der vorangehenden Paragraphen an- 
wendet. Dann lassen sich nämlich x und v als Fotenz- 
reihen von Ct darstellen, \ 
absolute Betrag dieser Gröl 
der ersten Gleichong des Sy 
so daß y als Potenzreihe vo 
gewissen Un^bung von x = 
Nehmen wir nun h = 1 
gleichuDg 

(39, ..g. 

welche, wenn a von Null v 
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eine Fotenzreihe 

(40) y-^C.x' 

formell befriedigt vrird; zur BokzesBiven BereohnuDg der 
Koeffizi«nteD C^, C^, ... hat man die GleichimgeD 

= aC, + ^,0 . 
Gl = 0C3 + ^ + ^aA + AjC?, 



Die 80 berechnete Potenzreihe ist aber im allgemeinen für 
jeden Wert von x (außer x = 0) divergent 

um dies zu zeigen, genügt das Beispiel der Differen- 
tialgleichuDg , 

dx " ' 
welche durah die Beihe 

befriedigt wird, die nur für z = konvergiert. 

Die der Difierenüalgleichnng (39) formell genügende 
Potenzraihe (40) gibt trotz ihrer Divergenz Äufschluö 
über das Verhalten der Lösungen y der Differen- 
tialgleichung bei der Annäherung der Veränder- 
lichen X an die singulare Stelle x = 0. Wir geben 
einige hierher gehörige Sätze ohne Beweis an *). 

Wir nehmen an, die Veränderliche x gdie als reelle 
positive Größe zur Grenze Null (was wir durah lima^-^-l-O 
bezeichnen). Je nachdem der reelle Teil von a positiv oder 
negativ ist, gibt es unendlich viele Integrale y oder nur 
ein einziges £itegral y der Differentialgleichung (39), welches 
für lim£ = -i-0 den Grenzwert Null besitzt. Im Falle 
9{ (a) > sind zwei positive Größen x^ und tjo so vorhan- 
den, daß jedes Int^ral y, dessen absoluter Betrag für 
x = Xo kleiner als 170 ist, für lim« = +0 verschwindet 

Ifit y ein beliebtes Integral der Differentialgleichung (39), 
welches für lim:i: = -|-0 verschwindet, und setzt man, 
unter n iigend eine der Zahlen 1,2,3, ... verstehend, 
jf = CiX + CfX' + ... + GnX' + «,»" , 

•) Vgl. Hörn, CreUes Journal, Bd. 118 und 119. 
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liinÄi„ = für lima; = +0 . 



Dafür sagt man nach Poincar^: das fragliche Integral y 
der DiffereatialgleichuDg wird durch die divergente 
Reihe 



.-S'^- 



/.ar 



asymptotisch dargestellt*). 

Mit der asymptotiBcheD Darstellung hängt auch der 
folgende Satz zasammen: 

Für jedes Int^ral y der Differentialgleichung (39), 
welches för Uma: = +0 verschwindet, ist 

limf^ = wlC„ (» = 1,2,3,...) 

für lima; = +0 . 

§ 75. Singnläre Fnnkte der reellen IntegTalbnrTeD 
einer Differentialgleichnng erster Ordnung.**) 

Wir betrachten jetzt die DifTerentialgleichung 

(ai ^^ = ^y 

^' X(a;,y) Y{x,y) 

unter der Voraussetzung, daß (17) 

X = a^x-\-liy-\-..., 

Y=a^x-\-l>^y-\-... 
reelle analytische Funktionen der reellen Veränderlichen 
x,y sind, und untersuchen die in der Nähe des singu- 
lären Punktes a: = 0,y = (den wir kurz nennen) 
verlaufenden reellen Integralkurven. Dabei kann die 

•) Vgl. die saymiitotieohe Darstel 
lineitren Differentialgleiohuag durch d 
reihen im VII. Abschnitt, 

'*) Vgl. Poincar^, 8ur lea courbea 
difförentielles, Journal de Uath^matiqui 
188Ö; Pioard, Traitä d'Analjee, Bd. I 
fflhrung dieser Untersuchungen bei B 
matica, Bd. 24. 
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DiffereutialgleichuDg (a) unter Einf Ghmng der HilfsveräDder^ 
liehen t wieder dnrcli das System 



ersetst werden. Die Wurzeln l^ , X^ der quadratisdien 

Gleichung mit reellen Koeffizienten 

(41) m = A» - (a, + h^)X + {a^\ - a,b,) = 

sind entweder reell oder konjugiert komplex. 

Wenn wir Aj , Jl, als voneinander und von Nnll vei^ 
schieden voraussetzen und beachten, daß die Funktionen X, Y, 
also auch die Crrößen X^ , X^ mit einem und demselben 
Faktor multipliziert werden können, so haben wir die fol- 
genden vier Fälle zu unterscheiden: 

^) K> K ^^ i^g)! und von gleichem Vorzeichen, etwa 
>i,>0,i,>0; 

2) ^ , A, sind reell und von entgegengesetztem Voi^ 
zeichen, etwa ^ > , J, < ; 

3) in'lj ßind konjugiert komplex mit von Null ver- 
schiedenem reellen Teil, aJso 

Xy = Ci-iriß, X, = «-iß, 
ym », ß reell sind und ex > angenommen werden möge; 
^) K> h ^^^ konjugiert rein imaginär, so daß ohne 
Besohränktmg der Allgemeinheit 

angenommen werden kann. 

Madi § 73 wird das System (b) durch die Substitution 

K^ + Kv I 



(42) 

auf die Form 



C: 



(43) 







§ 75. Beeile Integralkurven. 33g 

gebradit; dabei ist 

nnd 

H =Ä,x + i,r. 

Im dritten und vierten Falle, vo l^i^ konjugiert kom- 
plex sind, sind, wenn wir z, B, h^ "=jl = 1 annehmen, h^ 
nnd &, konju^ert komplex; reellen Werten von x und y 
entsprechen duier konjugiert komplexe Werte von i und ij, 
sowie auch konjugiert komplexe Werte von S und H . Wir 
setzen daher 
(44) i'S-S + V, 

nud erhalten die DifFereotialgleidiungen 



(45) 



X-S+H-xt + f 



'§-g-i(2-H)--^! + «5+. 



reellen Werten von x, y entsprechen reelle Werte von j, 9> 
mid X , % lassen sich als reelle Funktionen von | , Q isi- 
stellen. 

Im ersten und dritten Falle sind die reellen Teile 
von Jt, nnd X, pc»itiv. Nach § 72 wird also das System (43), 
wenn man 

(46) tt=Cii*-, i> = C,i*« 

setzt, durch die ßeihen 

' f=^(«, «) = « + ..., 
\r} = D(«,!)) =«+... 
befriedigt, welche konvemeren, wenn die absoluten Be- 
träge von u , V hinreichend klein sind. Die Auflösung der 
Gleichungen (47) nach «, v ergibt 

(48) («-5«.l)-f+--, 
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WO S und ® in Potenzreihen von f , ij entwickelbar sind, 
welche mit den augeeohriebenen linearen Gliedern b^;inneii 
lind in der Umgebung der Stelle | = , ij = konver^eren. 
Die Elimination der Hilfsveränderlichen t er^bt, da 

i^ et „ 

eine Konstante ist, das allgemeine Integral der Differential- 
gleicbung (a) in der Form 

Im Falle 1), in welchem X^, X^ reell and positiv 
sind, geht durch jeden Punkt fo,ij(, in der Nähe 
des singuläreu Punktes 0(f ■> 0, n = 0) eine uud nur 
eine Integralkurye, welche durch die Gleichung 

(£ + ...)^-0(, + ...)>. 
mit dem Werte 

©({.,').)'■ 

der Konstanten dai^estellt wird. Diese Kurve geht aber 
durch den singnlären Funkt, welcher in diesem Falle 
Kno enpunkt (Noeud bei Poincar^) genannt wird. 

Im Falle 3), in welchem ^ = « + i^, X, = a, — iß 
und a >0 ist, bringen wir die Int^;ralgleichung (49) zu- 
nächst auf reelle Form. Jetzt sind ^ und ® konju^ert 
komplexe Funktionen der reellen Veränderlichen x^y, wir 

"«^ g_( + ij, ® = f-<8, 

so dafi*) 

reelle analytische Funktionen der reellen Veränderlichen x,y 
sind. Setzt man weiter 



•) Wir nehmen Ä, = 1 , fc; = — an (falls a, t^ o ist). 
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80 batet die Int^ndgleiohang 

(« - iffllog(f + ij) - (« + i/!)log(f - 18) = 2.ffi 
oder, wenn man &a Stelle von f > fl > <^^ ^^^ ^^ reoht- 
mnUige Koordinaten der Ebene aunaaeen kann, vermittels 
der GFeiehongen f ^ fg ^ jt^^t* 

Polarkoordinaten B, einfOhrt: 

(« — iß}(logR + i0) — {»+ *Ä(IogB - 10) "= 2if&. 

Diese Gleichimg nimmt die Form an: 

«*-^logJS — (S 
oder, wenn 



als IntegratäonakonBtaute eingeführt wird: 

Dies ist die Gleichung einer logaritfamischen Spirale mit 
dem asymptotisohen Pmikt it = , welchem nach Rückkehr 
zn den arsprünglichen Veränderlichen x, y der aingoläre 
Pnnkt x = Q,y = Q entspricht. Es nähern sich also 
sämtliche in der Nähe des singulären Punktes ver- 
laufenden Integralkurven diesem Punkte aeym- 
ptotisch; der singulare Punkt wird Brennpunkt (Foyer 
bei Poincarfi) genannt. 

Im Falle 2), in welchem l^ positiv, l^ negativ 
ist, wird nach § 72 das System (43) durch Potenzreihen von 

be&iedigt, wdohe in der Umgebung von u = konver^eren: 
(50) |f-« + ^»>+..., 

ferner durch Potenzreiben von 

»_o,('._ci(i)■^ 

welche in der Umgebung von v — konvei^nt eind: 

l 17 = « + B*«» + 

Hörn, GewOhiiliclie DIffeKnIJBiglelchiiiigen. i ' ^^iCH^qIC 
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Darob Elimination von u aus (50) erliält man die Int^ral- 
^' ,-B«.+ ... 

der DifferentialgleichiuiK (a), welche die Gerade 1/ = im 
eingulären PunM berCmrt, und durch Elimination von v 
auB (51) die Integralknrve 

welche im eingulären Funkte die Gerade f = berührt. 

Wir weisen nach, daß außer den beiden gefundenen 
Integralkurven keine weitere Integralknrve vor- 
handen ist, welche durch den singulären Punkt 
geht oder eich demselben unbegrenzt nähert 

Zur Vereinfachung der Differentialgleichung (a) wenden 
wir die Substitution 

5-, -Bf-... 
an, so daß ^ = und £ = Int^ralkurven werden. Die 
D^erentia^leichung wird dadurch 
dz _ d^ 

3E{E,9) ?)fe.5)' 
wo 3£=Jlij+...,^ = Jj^ + ... Potensreihen von j , 9 
darstellen. Die Einsetzung der beiden bekannten Lösungen 
j = und 9 = ergibt, daß 3E(0, ^) = und g)(E, 0) = 
sein maß. Wir können also setzen:' 
3e-Eft + S[), 

wo % und f& Potenzreihen von £, ^ ohne konstantes Glied 
bezeichnen. Setzt man 

wo Q'^—Y' ^^^ positive Zahl und ^(£, ^) eine Potenz- 

reihe ohne konstantes Glied darstellt, so hat man die 
Differentialgleichung 



«^j-9l-« + ¥(E.?))- 



...Google 
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Wir nehmen nun an, es sei außer den beiden Geraden 
j = und 9 = eine Inte^alkurre 1) = f{Tc) voriianden, 
welche eich dem sin^iISren Punkt {j = , 9 = 0) unbe- 
^enzt nähert Die Integralkorve kann keine der beiden 
KoordinatenaohBen schneiden, da die Achsen Integralkurven 
sind imd durch einen in der Nähe von gelegenen Punkt 
nicht zwei Integralkurven gehen können. Wir nehmen dem- 
gemäß an, daS die Kurve ^ ~ /*(;) z. B. im ersten Quadranten 
verläuft, daß also nur positive Werte von | und ^ in Betracht 
kommen. Unter Anwendung der Bezeichnung 

Jtt) -?[£,/(£)] 

d^ J;[-g + g(t)] . 
« E 

ist £;] , ^ ein in der Mähe von gelegener Punkt der Integral- 
kurve, 80 ergibt die Integration 



-i=/^ 



Da sich die Kurve ^ *= /"(j) dem Punkt unbegrenzt nähert, 
so läßt sich eine positive Größe E<£a so angeben, daß 
fttp i<£ 

ist Dann ist aber für £ < £ < £o 



oder 

TTnaere Annahme bat also auf einen Widerspruch geführt. 
Im Falle 3) heißt der singulare Punkt Sattelpunkt 
(Col bei Poincar^). 
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g 76. Fortsetenng.*) 
Im Falle 4), in welchem L = i, l^ = — i ist, kann 
man die Differeotialgleichuog (a) durch eine reelle lineare 
Substitution so uniformen, <£iS 

(52) X = !,+ ..., Y=-x+... 

■mid, wo die weggelaseeneu Glieder von mindestens der 
zweiten Dioiensioa in x, ]/ sind. Man hat nur in der im 
Fall 3) angewandten Transformation et ^0, ß =• 1 zu setzen 
und statt j , q wieder x, y za schreib^i. 
Wenn man vermittels der Gleichungen 

(53) X = Qüoaco, y = gäam 

an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten a:, ^ die Polar- 
koordinaten Q , w einführt, geht die DifTerentialgleiohung 
dy^ T{x,y) 
dx X{x, y) 
dg _ R 
d(o~ Ü ' 



ober in 



Wir setzen 
X-y 



R =Xcos(o + Feine» , 
qO = — Xsino) -(- Ycosm 

i-fx., r = -a;+2'y. 



WO Xh, ¥„ ganze homogene Funktionen nten Grades von 
X, y darstellen. Nach Einführung von Polarkoordinaten 
hat man „ » , ^ v « / \ 

■wo <p^, y„ lineare Verbindungen von 

cosy (o , mav <o (v = »,n — 2,n — 4,...) 

sind. Weiter ist 

R = Q^R^{oy)-\- Q^Ii^{<ü) + . . . , 

ß = -i + eß,(a>) + e»ß,H + ..., 



•) Vgl. Poinoarö, Journal de Math4matiqueB, 1885, 8. 172ff.i 
Picard, Ttaitö d'Änalyse, Bd.m, S. 207— 217; Bendixson, 
öfveraigt Stookholm, Bd. 52, S. 81 (1896). 
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WO Bn und Qn-i lineare Yeibindimgen von 

C09V m , saxv a> (v = m+1,« — 1,» — 3,...) 

sind. DarauB folgt 

■ß = eVsH + p'äH + ■ ■ ■ . 
and zwar ist g^ eine lineare Yerbindmig von 

coBva>, aiavm {v = 0, 2,4, ...), 

wenn n ungerade, eine lineare Verbindung von 

cos V tu, sinvo) (»- = 1,3,5,...), 

wenn » gerade ist. 

Wir integrieren die Differentialgleicliung 

(64) i£_j>j,,(„) + 5.j,,(„)+... 

unter der Annahme, daß für cu = q = c sein soll. Nach 
§ 67 läßt aich q als Potenzreihe von c darstellen, deren 
Koeffudenten von oi abhängen: 

(55) e = c + c^eA<o) + c»e»H + . . . ; 

diese Reihe ist, wenn cu etwa auf das Gebiet 

beBchränkt wird, für hinreichend kleine Werte von Jc| kon- 
veigent. Dorcli Einsetzung der Eeihe (55) in die DifFerential- 
gleichnng (Ö4) und Vergleichuag der Koeffizienten von 
c, c* , c^f , . . erhalt man die Gleichungen 



(56) 



-^ = (^ + 2 e,) </:» + 3 ßi ffs + ff 



welche so zu integrieren sind, daß Qu es* 8i> • ■ ■ für a> ^ 
verschwinden. 

Da ijfj als lineare Verbindung von costo, sino), cos; 
8in3o> kein konstantes Glied enthält, so ist auch q^ i 
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trigonometriBcIie Funktion von cu mit der Periode 2 m, Non 
ist 2 ßj ^1 -|- i7t ^s lineare Verbindung von cos und sin der 
Vielfadien von <o, enthält aber im a%ecieinen auch ein 
konetantea Glied Og ; folglich enthält q^ ein Glied o, co und 
besitzt nur im Falle Og = die Periode 2 n . Ebenso besitzt 
ß^ nur dann die Periode 2n, wenn das in dem Auedmck 
für Qi enthalteae Glied a^ m verschwindet usw. 

Wenn die Eoustanten Og , a^, ... nicht Bsmtlicb ver- 
schwinden, so m^ a„+i die erste sein, welche einen von 
Null veraohiedenen Wert hat Dann ist 

^(2«) = e,(0) = 0, ..., e,(2^) = e„(0) = o, 

während 

von Null verschieden ist. Bezeichnet man den (positiven) 
Wert von g tür m = 2k}i (i = 0, ±1 , ±2, . . .) mit c», 
so daß Cq = c ist, so hat man 

da zwischen c^+i und ci derselbe Zusammenbang besteht wie 
zwischen c^ und C(, , so ist auch 

vorau^esetzt, daß c» binreicbend klein ist. 

Ist « n^tiv, etwa a = —y, J* > 0, so ist 

^^ = l_j,cJ+...< l-rj'c;<l, 

wenn Ct hinreichend klein ist, also 
Ct+i<C*. 

Die abnehmenden positiven Größen 

Co, Ci, Ct,... 

besitzen einen positiven oder verschwindenden Grenzwert C 
Wäre C > , so hätte man wegen «» > C 

^±i<l-ryC-, 
ct 
folglich 

C,<C,(l-ryC'f 

r.,--:S....GoOQlc 



was der Annahme C > widerspricht 
Ist (X > , 60 ist 

e,+i(— 2ä) = — 2jia,+i « 

negativ; man hat 

und entsprechend 

c_i_i = c_i — «Ali* + . . •, 
und die vorhin angewandte Schlaßweise ergibt 
limc_j=! . 

Wenn die Größen Og, a^, . . . nicht sämtlich ver- 
schwinden, so nähern sich die in der Nähe des 
einguiären Punktes verlaufenden Integralkurven 
diesem Punkte asymptotisch wie im bitten Falle 
(Brennpunkt). 

Sind jedoch die unendlich vielen Bedingungen 
08 = 0, o« = 0, ... 
erfüllt, so wird der singulare Punkt von unendlich 
vielen geschlossenen lategralkurven umgeben; der 
Punkt heißt dann Mittelpunkt (Centre bei Poincare). 
Jetzt sind oämlich @t > ^s > @i > ■ ■ ■ periodische Funktionen 
von CO mit der Periode 2n; d^er besitzt auch die Funktion q 
von m für hinreichend kleine Werte von c die Periode 2 n , 
80 daß die Gleichung (55) eine den Punkt umgebende 
geschlossene Kurve iSirstellt. 

Besitzt die Differentialgleichung (a) im Falle 4), 
d, i. ii = i, il, = — i, ein Integral 
(57) F(x, y) = Const, 

wo F{x , y) eine in der Umgebung von a; ■= , y = reguläre 
Funktion darstellt, so ist der Punkt em Mittelpunkt. Denn 
das Integral F{x, y) genügt der partiellen Differential- 
gleichung 

x(«,j,)||+r(.,,)||:-o, 

r.,--:s....GoOQlc 
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wobei wie oben 

v<»aiifigeBetEt werden kann. Setzt man 



F-^FAx,,/), 



WO F^ eine ganze bonu^iene Funktion nten Grades von x, y 
darstellt, so ist ztinficbat 

m dF. „ 

was nur möglieh ist, wenn die Koeffizienten a , h der linearen 
Funktion Fi =ax + by verBchwinden. Weiter ist 

^ Sx dy 

was für die Koeffizienten der Fanktion 

F^ = xx' + 2ßxy + Yy* 
die Bedingungen öc =y, ß = ergibt, so daß 

Ft=x^ + y' 
angenommen werden kann. Die Gleichung 

x* + y* + Ft{x,y) + ... = Const 
stellt aber, wenn fßr die Konstante ein kleiner positiver 
Wert r* gesetzt wird, eine geschlossene Kurve dar, welche 
von dem Kreise x* -\-y* ■= r^ nur wenig abweicht. 

Die Existenz eines Integrals F = Const ist bisweilen 
von vom berein bekannt, während sonst im allgemeinen 
schwer zu ermitteln ist, ob die unendlitdi vielen Bedingungen 
Og = , a^ = , . . . erfüllt sind. 

Daß auch umgekehrt, wenn der singulSre Punkt ein 
Mittelpunkt ist (d h. wenn er von unendlidi vielen ge- 
schlossenen Int^ralknrven umgeben wird), ein Inte^al 
F{x, y) = Const von der angegebenen Form vorhanden ist, 
wird in den oben angeführten Arbeiten geee^ 

§ 77. Aufgaben. 
Aufgabe 1. län Punkt von der Masse 1 mit den 
rechtwini£geQ Koordinaten x , y bewc^ sich in der Ebene 
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anter der Einwirkung einer Kraft, deren Komponenten nach 
deo KoordioatenacheeD durch 



dai^estellt seien; die Kräftefonktion 17 sei in der Umgebung 
des Anfangspnnktes in eine Potenzreihe von x, y ent- 
wickelbsr: 

wo die nicht angeschriebenen Glieder von höherer als der 
zweiten Dimension 'va x, y sind. Wir setzen 

a>0, 6>0 

voraus, ao daß eine labile Gleichgewichtsl^e ist. 
Die Differentialgleichungen der Bew^ung 



w—si-"*- 


-. S-f-^+ 


lassen sich, indem man 




^-- 


%=^' '- 



aete^ auf die in §71 and § 72 behandelte Form bringen: 
dx , iaf 

4=^, .f =.,+,... 

Man zeige, daß durdi jeden Punkt in der Nähe von eine 
Bahnkurve gebt, auf welcher sich der bewegliche Punkt der 
Gleichgewichtslage ffir ^ ■= +oo asymptotisch nähert; man 
erhält nämlich eine partikuläre Lösung der Bewegmigs- 
gleichnngen, indem man x und y als Potenzreihen von 

Ae-V^-i, Be-Vit 
darstellt, wo Ä, B willkürliche Konstante sind. 

Aufgabe 2. Ein Punkt von der Masse 1 bewege 
aioh auf der ä:-Ächse; er habe zur Zeit i die Abszisse x 

,.,:„.., .A.CXNIC 



-x^x — eaf+ KX* 
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and es wii^e auf Um eine Kraft 

— x*x -V- »x^ — e^r:t 
at 

M* tmd E seien positive Größen. 

(Gedämpfte Sflhwingnngen; vgl § 23, wo das Glied ««* 
fehlt) 

Die Difiereutialgleiclituig der Bewegung 
cPx dx , ^ 

wird durch das System 

d^_ 
dt ~ 

ersetzt und dieses durch Reihen integriert, welche nach Es- 
ponentdalfunktionen fortschreiteu. Die Fälle reeller und 
konjugiert komplexer Wurzeln der quadratischen Gleichung 

r* + er + x' = 
sind zu unterscheiden; auch im letzteren Falle ist das 
Resultat in reeller Fonn darzustellen. Die Integratdons- 
konstanten sind so zu bestimmen, daß für ^ «> :c — c , 
dx 
dt ^ 

Vgl. Hörn, Zeitschrift für Math, nnd Physik, Bd. 47, 
S. 410—419. 

Aufgabe 3. In dem Differentialsystem 
^.. 

(i = l,...,n) 



Gi = 0(iyi + . ■ ■ + Oin^n + biX+ ... 

eine Fotenzreihe, welche für x = 0, !fi = 0, ...,^»■=0 
verschwindet Die Determinante 



m= 



— = wird (c hinreichend klein). 
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habe H einfache Elementarteiler l — Xi, . .., i — X^. Die 
Größen 1 , A^ , . . . , A. Bolleo auf der einen, die Größen 
Ah+1 , . .., Xn auf der anderen Seite einer durch den Xull- 
pnnkt der komplexen Zahlenebene gehenden Geraden liegen. 
Es Boll keine Relation 

Xi'-p + PiXi+ ...+p„X„ 
bestehen, worin p,Pi, . . .,pm ganze positive Zahlen ein- 
schließlich Null (mit AuBpahme von p=-0,Pi+ . . . +Pm Ä 1) 
sind. Dann wird das obige Difierentialeystem befriedigt, 
wenn man für y^, . . . , tf^ Potenzreihen der m -i- 1 Alimente 

X, «1 = CiX^, ..., t4« = Cm^ 

(mit den willknrlichen Konstanten C^ , . . . , C«) setst, welche 
konvergieren, wenn die absoluten Beträge dieser >» -j- 1 Argu- 
mente hinreichend klein sind. 

Beweis dieser Abänderung des Satzes von § 72 nach 
Königeberger, Lehrbuch der Theorie der Difierential- 
gleichuDgen, Eap. 5; Fioard, Traitä d'Analyse, Bd. III, 
S. 21; Hörn, Crelles Journal, Bd. 116, 117. 

Aufgabe 4. Reibeneotwickelung der für a: = ver- 
schwindenden Integrale y der Differentialgleichung 

dx 



= G{x,y), 



G{x, y) = ay + bx+... 
eine für x = 0,y = verschwindende Potenzreihe darstellt 
Unterscheidung der FäUe: 1) a reell negativ; 2) a weder 
reell n^ativ, noch gleich Null, noch gimze positive Zahl; 
3) a ganze poedtive Zahl. Vgl. Angabe 3 und § 73, sowie 
Picard, Trait^ Bd. III, Kap. 2. 
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Xnr. Äbsohmtt. 

Singnlfire LiJsnngen. 

§ 78. Die DlskrlmiiiaiiteiiglelcbnDg einer algebralsclieii 
Differentialgleichiui^ erster Ordnung. 

Eb aei 
(A) 4"'S) = '' 

eine Differentialgleichung erster Ordnung mit der 
unabhSngigen yeränderlioben x und der abhängigen Ver- 
änderlichen y, welche nicht nach dem Differential- 
qnctienten 

" dx 
aufgelöst ist. Ist F{x,tf,y^ eine analytische Funktion 
der drei Aivumente, welche an der Stelle x = a, y = h, 
y'=V verB^windet und sich in der Umgebung dieser 
Stelle regulär verhält, ist aber 

an dieser Stelle von Null verschieden, so läßt sich nach 
dem in § 8 bewiesenen Satze über implizite Funktionen ^ 
als Potenzreihe von x — a, y ~b darstellen, welche an der 
Stelle x = a, tf = b den Wert ^=V annimmt und in der 
Umgebung dieser Stelle konvei^ert Die so erhaltene 
Gleichung 



S=/(«.^) 
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'wird nach dem in § 3 auBgesprochenen Cauch yschen Ezistenz- 
theorem durch eine analytische Funktion y ^ ip{x) befriedigt, 
welche für a; = a den Wert y = h annimmt und sich in 
der Umgebung der Stelle x = a regulär verhält. Diese 
Funktion y = <p{x) stellt die einzige Lraung der Differential- 
Eichung (A) dar, welche so besäiaffen ist, daß sich y dem 
Werte b und y' dem Werte 1/ nähert, wenn sich x der 
Stelle o nähert *). 

Wenn sieh somit das Cauchysohe Fzistenstheorem 
auch auf die nicht nach y* anfgelöste Differential^eicliung (A) 
anwenden läßt, so sind dcx^ Lösungen der Differential- 
gleichung (A) denkbar, welche durch den Cauohysohen 
Satz niimt geliefert wenlen. Es kommt nfimlioh ausnahms- 
weise vor, daß die Differeutialgleichang (A) eine Lösung 

y = v(«) 
besitzt, welche zugleich anch die Gleichung 
g.F(a:,y,yO 

ey ~ 

befriedigt Für ein^i beliebigen Wert a; = o sei 

für das Werteystem x = a, y = b,y'=V verschwinden die 

dF 
Funktionen F und -w-j gleichzeitig. Es ist daher nicht m^- 

lich, die Lösmig y^<p(x), falls eine solche vorhanden ist, 
auf dem oben angegebenen Wege durch Auflösung der 
Gleichung (Ä) nach y* und Anwendung des Cauchysohen 
Satzes zu erhalten. Der Einfachheit halber setzen wir 
^{"^i Vi yO ^ ganze rationale Funktion von x, y, y* 
voraus, so daß (A) eine algebraische Differential- 
gleichung erster Ordnung darstellt**). Wir setzen 
(1) F{x, y,y^^ A^y" + Ä,y^- 
wo A^f Ai, . . . ganze rationale 
Die Funktion F sei irreduktibel, 



*) In dem in § 6 bezeichneten 
**) Vgl. die Satze über solch 
Schlesinger, S. S., Kap. VII. 

Dcinzeaoy Google 
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toren xerl^bar, welche ganze ratjonale FunktioneD von 
X, y, ^ eind. 

Durch ElimiDation von ^ zwiBchen den Gleichungen 

(2) Fix.y,V)-0, «i^_0 

eriiält man die Diskriminantengleichung 

(3) A{x,y) = (i. 

Die Dtekriminaate A der ganzen rationalen Funktion F 
von ^ ist eine ganze ratiooäe Funktion von x,y. 
Unter 

y = t}{x) 
verstehen wir jetzt eine Lösung der Diskriminanten- 
gleiohung (3). Die Funktion y~-fj(x) gen^ nur snB- 
nahmaweise auch der DiCferentialgleichung (A). Wenn dieser 
Ausnahmefall eintritt, werden £e beiden Gleicbongeu (2) 

durch die Funktionen y — rj, ^ = -y- befriedigt Dann gilt 
aber auch die Gleichung 

**^ bx + By * "' 

welche man erhält, indem man die erste Gleichung (2) 

differentiiert und auf die zweite Küoksicht nimmt. 

Es ist von Interesse, das Terhfiltnis der Kurve y = "7{a5) 
zu den Int^ralkurven der DifTerentialgleichung (Ä) zn 
untersnoben, gleichviel, ob ^ =- ij (ic) eine Losung der Diffe- 
rentialgleictinng (A) ist oder nicht Wir aohlieSen uns dabü 
an eine Abhandlung von Hamburger im 112. Bd. von 
Grelles Journal an. 



g 79. Beziehnng der Lösungen der DiskriiDi]iant«n- 

gleiehnng za den LÖBongen der Differentialgleiehong. 

Sibgoläre LÖsrin^n. 

Die Gleidiung 
(5) F(x,y,i)~Ü 

definiert e als n-wertige algebraische Funktion von y, 
welche noch von einem Parameter x abhängt. Setzt man 

,.,:„.., .A.OOgIC 
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darin y ^ tj ^ ^(x) , so nehmen zwei oder mehrere der 
n Worzehi itj , ...,«„ dieBer Qleichiing den gemeinsamen 
"Wert e=:( = ^(x) an. Wenn, wie vir annehmen, für tf = T}(x) 
der Koeffizient A^f{x, y) von e" in F(x, y, e) nicht iden- 
tifich verschwindet, so ist C(a^) nicht für alle Werte von x 
unendlich grofi*). 

Diejenigen Werte z^, . .., Zp (p ^ 2) der algebraischen 
Fnnktioo z von y , welche für y ^ t) den gemeinsamen Wert 
e = C annehmen, zerfallen, wie die Theorie der algebraischen 
Punktionen lehrt, in eine oder mehrere Gruppen von unter 
sich zusammenhängenden Zweigen. Ejine solche Gruppe 
von « Zweigen gestattet die DarsteUung 

(6) « - f = j,„ (y _ ,,)J + j^ (y _,)—+... , 

wo X und a von Null verschiedene positive ganze Zahlen 
und So ) Ä 1 ■ ■ ■ Funktionen von x sind; x sei so gewählt, 
da£ jTo nicht identisch verschwindet 

Wir beschränken die Veränderliche x auf einen Be- 
reich SB, in welchem sich nicht nur rji^), sondern auch C(^) 
regulär veriiSit; in diesem Bereiche sind auch ffor 9i' ■ ■ ■ 

regulär. Ersetzt man in (6) e durch ~-, so erhält man 
für y die Differentialgleichm^ *^^ 

dx 

welche einen Teil des Inhalts der voi^legten Differential- 
gleichung (A) darstellt Wir geben ihr die Form 



Die weitere Betrachtung gestaltet sich verschieden, je 
nachdem ^ — -ß identisch verschwindet oder nicht. Im 



•) Der FaU J,[x, ^(x)] =0 ist von Hamburger {a. a. 0., 
S. S14) behandelt und fflbrt zu einem ähnlichen Ergebnis wie der 
im folgenden behandelte Fall 1). Vgl. auch Schlesinger, 8. 8., 
S, 362ff. — Eine Lßsung y = oo der Diskriminantengleicbung wird 

vermittels der Substitution y — bebandelt; ist eine LSsung 

betrachtet man </ als nnabb£ngige Ver- 
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ersten Falle igt y = >; eine LöBong der DifferentiaJdei- 
ohnng (A): im zweiten Falle, der bIb der allgemeine Fall 
zu betrachten ist, stellt y =•» keine L&simg dar, es ad 
demi, daß eine von C verschiedene Wurzel ti der Gleiohai^ 

F{x, rj, Ci) = mit -p nbereinstünrnt. 

1) Wenn -^ nicht mit C übereinstimmt, verstellen 

vir unter x = e eine beliebige Stelle des Bereiches S8 , an 

welcher C — -r^ einen von Null verscbiedeDen Wert hat. 
dx 
Durch die Substitution 

y — jj^W 
geht die Differentialgleichung (7) Aber in 

oder 

dx ««•-' att»-'9J(a: — c, «) 



wo ?P(a: — c, «) eine Potenzreihe von « — c, « darstellt und 
^(0, 0) = 1 ist. Nach dem Cauchyschen Satze wird diese 
Pifierentialgleichung durch eine analytiscbe Funktion x 
von u befriedigt, welche für « = den Wert x = c an- 
nimmt und eich in der Umgebung von « = regulär vei^ 
hält. Nun ist fGr x = e,u = 

dx f. df-^x . t^x «I 



du ' ' ' '' duf-^ ' du» / dT)\ ' 
also haben wir nach dem Taylorschen Satze 



ffieraus folgt durch Ausziehung der «ten Wurzel und um- 
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und hieraus durch Erhebung in die ixte Potenz 

Diese Gleichung stellt, geometrisch au^edrückt, at Zweige 
einer Integralkurve der Differentialgleichung (7) dar, welche 
durch den Punkt x = c, y = r]{c) der Diskriminantenkurve 
y = if(x) gehen. Diese cc Zweige berühren sich in diesem 
Punkt, da fär sie alle 

ist, sie berühren aber die Diskriminantenktirve nicht, da für 
letztere Kurve der Riohtungskoef&zient der Tangente in 
x = c gleich , , , 

also von C(c) verschieden ist. In dem gewöhnlichen Falle 
a = 2 lautet die Gleiohong (8), wenn man auch 



-'<"+(SL.<^-">+- 



nach Potenzen von x — e entwickelt: 
(9) y = Tiie) + m{^ - c) + 6^{x - c)* + . . . ; 

die duidi diese Gleichung dargestellte Integralkurve besitzt 
im Punkte x = c,y = ri{c) der Diskriminantenkurve eine 
Spitze. Da nun c innerhalb gewisser Grenzen beliebig ge- 
wählt werden kann, also die ßolle einer willkQrlichen Inte- 
gratioaskonstanten spielt^ so stellt die Gleichung (9) eine 
Schar von Litegralkurven der Differentialgleichung (A) dar, 
deren Spitzen auf der Diskriminantenknrve liegen. 

Die Kurve y =: «{x) ist, wenn sie keine Lösung 
der Differentialgleichung bildet, im allgemeinen 
der Ort der Spitzen der Integralkurven. 

2) Wenn -r^ mit C übereinstimmt, so daß y = ij{a;) 

die Differentialgleichung (A) be&iedigt^ so schreibt sich die 
Gleichung (7): 

*^^' -^^^ = So(!f-v'r + 9i(s- vy^+ ■ ■ ■ ; 

Hörn, Gewöhnliche Difierenti>lsleichniigen. 33i diinip 
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setzt man wieder 
BO wird Bie 

dx^ ffo«" + ft «"+* + • • • 
oder 

dx aW"' 

Igt 3; =— c eine beliebige Stelle des Bereiches SB , an welcher 
9q nicht verechwiodet, so kann man schreiben: 

(11) ^-.^-—?(^ -.,«), 

wo ^{x — c , v) eme Fotenzreibe von x — c,u nnd 
9ß{0 , 0) = — TT ist. Wir haben zwei Fälle zn unterscheiden: 

« — x-1^0 und Ä-x — 1<0. 
2&) A >K oder HC — X — 1 ^ 0. Hierbei muß, da et 
und X von Null verschiedene ganze positive Zahlen sind, 
« ^ 3 sein. Die Differeutialgleiohung (11) wird, da für 
a: = c, M — O 
(?«_ - d"-''-^ic_ - ^-"x _ «(« — X — 1)! 

d»~ ' '"' d«"-"-^^ ' du"-"" po{c) 

is^ durch die Reihe 
x — e = Y 



(«-K)ftl(C) 

befriedigt. Daraus folgt 



und ^ 

(12)y-,-( '''~^'*'''' )""(»-»~^+d.(»-c)^ + .... 
Im gewöhnlichen Falle ist x = 1 , a = 2 , also 
(13) y -7,^ (^T^* - ">' + ^i(* -")" + ••■. 

r.,--:S....GoOQlc 
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Nach (13) ist für a; — c 

dy dfi ^ 
dx dx' 
d. h. die durch deu Punkt a; -■ c , y = ij (c) gehende Integral- 
kurve (13) wird in diesem Punkte von der Kurve y = ^{x) 
berührt Faßt man c als willkürliche Integrationekonstante 
axd, 60 stellt die Gleichung (13) eine Schar von Integral- 
kurvea dar, welche alle von der Kurve y = ^(x) berührt 
werden oder, wie man sagt, welche die Kurve y ^ i]{x) zur 
Enyeloppe haben. Dieses Resultat bleibt bestehen, wenn 
« > 2 ist Die Gleichung (12) stellt das allgemeine Inte- 
gral der Differentialgleichung mit einer willkürlichen Eon- 
stauten c dar; setzt man für c einen speziellen Wert, so ist 
(12) ein partikuläres Integral. Es ist aber nicht möglich, 
die Ijösung y = >j durch Spezialisierung von c aus dem all- 
gemeinen Integral herzuleiten. Die Lösung y ~ ri{x) der 
DifTerentlalgleichung (A) wird im Falle 2a) als singulare 
Lösung bezeichnet. 

Die singulare Integralkurve y = ri(x) wird in 
jedem ihrer Punkte von einer Integralkurve aus 
der Schar (12) berührt. 

Oder anders ausgedrückt: 

Die singulare Lösung stellt die Enveloppe einer 
Schar von Integralkurvea dar. 

2b) a^x oder a — x — 1 < . 

Die Differentialgleichung (11) schreiben wir jetzt 

(U) ^^ = ^%i?:-e,u), 

wo Jl = x — a + 1 eine ganze positive Zahl und ^o eine 
Potenzreihe von x — c und » bedeutet. Äußer der Lösung 
« = oder 

y = n 

besitzt die DifFerentialgleiohnog (14) nach § 6 keine weitere 
Lösung, welche f ür a: = c den Wert « = annimmt. Die 
Lösung y = '>}{x), welche nach dem Caaohjsohen Satze 
durch die Bedingung x = c,y = rj(,c) eindeutig bestimmt 
ist, ist im Falle 2b) als partikulSre Lösung aufzufassen. 
Fs ist nicht ausgeschlossen, daß y = i] nioht nur par- 
tikuläre Lösung, sondern zugleich auch singulare Lösung 
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ist; dies tritt nämlioh dann ein, wenn die Gleiohnng 
-F(ic, 7), fi) = eine von f verschiedene mehrfache Wur- 
zel Ci besitzt, für welche die Bedingung 2 a) erfüllt ist. 

Ist P(x, y) ein irreduktibler Faktor der Diskriminante 
A[x,y) und zeigt eine Wurzel lf=t)(x) der Gleichung 
pIx, y) = das Verhalten 1), 2a) oder 2b), so zeigt eine 
andere Wurzel y = iji(a;) derselben iireduktiblen Gleichung 
dasselbe Verhalten"'). Es genügt also, für jede einzelne 
derartige irredoktible Kurve F{x, y) = festzustellen, ob 
sie ein Ort von Spitzen der Int^;ralkurven oder eine 
singulare oder eine partikuläre Int^^knrve ist. 

Ist das allgemeine Integral der PifFerentialgleiohung (Ä) 
in der Form 
(15) 0{x,y,C) = O 

gegeben, so bestimmt man die Enveloppe der Integral- 
kurven (15), indem man die Int^;ratiouskonBtante C zwischen 
der Gleichung (15) und der Gleichung 

30{x,y,C) ^ 
8C 

eliminiert. Hiemach könnte es scheinen, als ob im all- 
gemeinen eine Enveloppe der Integralkurven vorhanden wäre, 
während wir doch gesehen haben, daß die Differential- 
gleichung (A) nur ausnahmsweise eine singulare Lösung be- 
sitzt In Betreff der Aufklärung dieses scheinbaren Wider- 
spruchs sei auf die angeführte Arbeit von Hamburger 
verwiesen. 



§ 80. AlgebralBches DifferentialsystADi mit zwei 

abhängigen TerSnderliclien; Beziehung der Lösungen 

zur DlBkriminantengleieliiuig. 

Wir übertragen die bisherigen Betrachtungen auf ein 
System von zwei algebraischen Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit der unabhängigen Ver^ 
änderlicheu x und den beiden abhängigen Veränderlichen 

•) Begründung bei Hamburger, a.a.O., S. 219—221. 
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(16) 






' dx ' da: 



1-0, 



hierbei siod ^i , F, ganze rationale Funktionen der bei- 
gefögtea Argumente, so daß 

"' dx • " dx 

sie algebmische Funktionen von x, y^, y, daigeBtellt Bind. 
Unter Einffihrung einer HilfäverSnderUchen K, welche einer 
algebraischen Gleichung 

(") nx,y,,y,,i)-o 

genügt, schreiben irir unsere Differentialgleichungen: 
„, j !<-.Bi(«,!>i,yi.«), 

wo i{i, it, rationale Funktionen von x, y^, y^, e sind. 
Dnreh Eümination von z aus den Gleichungen 



^F(x,yi,y,,i!) 



(18) F{x,y^, y„i)-0, 
eriiält mau die DiekriminantengleicliuDg 

(19) ^(^,yi,y,) = o, 

welche die Bedingung dafür liefert, daB mehrere Wurzeln e der 
Gleichung (17) einander ^eich werden. Die DiBkriminanten- 
gleichung werde durch 

befriedigt. Wir untersuchen di 
der Diskriminantengleichung zu d 
^rsteme oder, geometrisch ausge 
BiskriminanteDfläche ^j^'ijCx, 
deB DifferentäalsystemB (B)*). 

*} Wir achliefien uns ad eine 
im 132. Bd. von Grelles Journal 
i^gebraiscben DiSerentialgleiohuDgc 
' licäien behandelt wird. 

DcillizedDy Google 
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Ersetzt man in der Gleichung (17) mit der Unbekannten B 
die Veränderliclie y, durch ri = t){x,yi), bo oehmeo zvei 
oder mehrere Wurzehi £, , ^ , ... dieser Qleichoiu; den 
gemeinsamen Wert ^ = ^(^1^1) an*). Die betreffenden 
Wurzehi zerfallen in eine oder mehrere Gruppen von zusammen- 
hängenden Zweigen; für eine Gruppe von x Zweigen gilt 
eine Darstellung 

(20) e-C-9o(lf»-v)^ + 9i(lf2-V)~ +•■■', 

wo X nnd » von Null verschiedene positive ganze Zahlen 
nnd go> ffi) •■ ■ Funktionen von x, y^ sind; bei geeigneter 
Wahl von X verschwindet g^ nicht identisch. Wir verstehen 
unter S8 einen Bereich der Veränderlichen a;, y^ , in welchem 
sich r}{x, y^ und Ci^t 9i) und infolge davon auch ffoi 9it • • • 
regulär verhalten. 

Durch Einsetzung des Ausdrucks für e werden die 
Differentialgleichungen (B): 

(21) ^^ß,(x, y,,y,,C + 9i,(lf,-v)« + --) 

(i=l,2). 
Wenn man 

1/, - V = «» 
setzt, so daß 

dx dx dx dyi dx 
wird, so gehen die Differentialgleichungen (21) über in 

^ = Ii,(x,y,,r, + 'U',C + 9o**' + ■■■), 



oder, wenn man die Bezeichnung 

•) Wäre t für beliebige Werte von x , y, unendlieb, so wflrde 
m&n die Substitution if ^=— vomehmeQ. 



.A.OCH^IC 



% 80. Differentialeyitom mit zwei abtiiDgigen Verftaderliohen. 3&9 

( et - e<(a!. Kl) - J4(«, »1 . >!. C) •) (• - 1 . 2) 
(22) I , ^ 5, , 5, 

benutzt: 



(23) 



dx' 



h»* + - 



dabei sind (H , b^ , ... Funktionen von x,y^] es kann rechts 
keine niedrigere Potenz von u vorkommen als u' bzw. %f , 
je nachdem « < x oder « > x ist. 

WeiterhiD mufi anterschieden werden, ob g, — o ideotiBdi 
verschwindet oder nicht, mit anderen Worten, ob die Gleichung 

(24) B^{x,y,,r},i:)--~ 

&a alle Werte von x , y^ erfGllt iat oder nicht. 

Wenn die Gleichung (24) erfüllt ist, ist in einem noch 
zu erlSutemden Sinne 

(25) S,-v('.!li) 

ein Integral des Differentialsystems (B). Unter 
VoraosBetsung der Gleichung (24) werden die Differentia]- 
gleichaogen (B) beMedigt, wenn man yt=Vi^>Si) ^^^ 
und jr^ als Funktion von x ans der Differential^eiciinng 

(26) ^-e,(«,ft) 

bestimmt. Die Differentialgleichung (26) geht nänüich aus 
der ersten Gleichung (B) durch die Substitution y^^ ^, e = C 
hervor, während die zweite Gleichung (B) durch diese Sub- 
stitution iu die Identität 

öbergeht. Wenn unter 3: = c, y^ = Cj eine beliebige Stelle 

*) Der hier ausgesohlosaen« Fall, da£ f. oder ßt fOr beliebige 
Werte von x, y, uDendlich wird, ist bei Hamburger (a,a.O., 
S. 330—332) behandelt 



360 Xm. Abeohnitt SingTilÄre LöBnngen. 

des Bereiches 8 verstanden wird, besitzt die DifTerential- 
^eichuug (26) eine and nur eine LöBong y^ = <p{x), welche 
die Bedii^;ang x^e, ^i = «i erfüllt. Demnach beeitst das 
System (ß) eine einfache Schar von Lösungen*) 

?! = ?'{«), ys = «jf«» ?>(«)] > 

velohe die Gleichung (25) identisch befriedigen, oder, 
geometrisch ausgedrOcht, dieDiskriminaatenfläche y^ = ij {x, y,) 
enthält eine einfache Schar von Int^ralknrven. Dafür sagen 
wir: ^2= r)(x, y,) ist ein Int^;ral des Differentialsystems (B). 

§ 81. Fortsetzung, ünterscheldniig Tergehledener 
Fälle. Singnläre Integrale. 

1) Wenn yj = i; kein Integral ist, also 0^ — a nicht 
identisch verschwindet, sei a;=c, yi=Ci eine beliebige 
Stelle des Bereiches S^ , an welcher q^ — a einen von Null 
verschiedenen Wert hat. Die Differentialgleichungen (23) 
schreiben sich unter Einführung der unabhängigen Verändere 
liehen u 

dir- e. -» + ;..« + . .. - fe-,).,, ^'»-'' "■-'■'">' 

dy, »»-■fei + i»i«+...) 
d« gj — ö + 6, « + . . . 

dabeisind^, ^^^ Potenzreihenderdreibe^fSgteQÄi^;ument«, 
welche sich für x^ c, y^^ Ci, h^O auf 1 reduzieren. Die 
durch die Anfangsbedingung 

x = Cf yi=<^> it = 
bestinunte Lösung wird dai^estellt durch 






') ]>urch Beifügung der Indizes c, c, wird angedeutet, dafi 
: , Vi = c, zu setzen ist. 

,.,:„.., .A.CXNIC 



§81. Fortsetzung. 
Aus der ersten dieser beiden Gleicbongen folgt 



»-(»■ 


- ,)- - (e, - <., • (.t - «)■ + c(i - 0" 


aUo ist 






»1 - 5 - (e. -*.«•(»-«)+ «1 («- «)' 


(27) 


+ .,(>!-c)'*"+..., 




yi - «i - feA. »■(«-«) + ■>!(«-«)'*• 




+ «,(»:-<;)'*• + .... 



7 + e.- 



Die Gleichungen (27) stellen, venn wir vieder eine 
geometrische Ausdrucksweise heuatzen, a Zweige einer 
Integralkurye des DifFerentialgleichungsBystems (B) du, welche 
dunSi den Punkt P 

x = c, yi^c,, yi=Ti{c,Cy) 
der Diskriminantenfläche y^ ^ ri{x , y^ geben. Die a. Zweige 
berühren sich in diesem Punkt, da für sie alle im Punkt P 

d gl ^ dy, ^ dri 

dx dx dx 

ist; sie berühren aber die Diskriminantenfläche nicht, denn 
die durch Differentiati(m der Diskriminontengleiohung ent- 
stdiende Gleichung 

dy^ dl] Btj dy^ ^ ^ 
da; dx ßyi dx 
würde durch Einsetzung der angegebenen Werte {är 

^, §^ in die Gleichung 
dx ' dx * 

dt) , ^V ^V n 

dx *'■ dx 5«" 



übei^hen, welche der Voraussetzung nach für x = c, gi ^ Cj 
nicht erfüllt ist. Im gewöhnlichen Falle » =^2 ist der 

Dg.-;^S.AiOOl^lc 
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Punkt P eine Spitee der lategralkarve (27). Da P inner- 
halb gewieser Crrenzen ein ^liebiger Pnnkt der Fläche 
yj •= i}{x, y,) ist, so können vir sagen: 

' 'W'ennyj = ij kein Integral darstellt, ist die Dis- 
kriminatiteDflScbe t/t = vi^ > Vi) ^™ allgemeinen der 
Ort der Spitzen der Integralknrven. 

2) Wenn ya=V «i° Integral ist, wenn also Qt — o 
identisch verschwindet, schreiben sich die DifTerential- 
^eidrangen (23) 



(28) 



'-■ei + *i« + «i «* + ■■-) 



dx 

wenn &„ die erste der von x, y^ abhän^gen Größen bi,hj, . . . 
ist, welche nicht identisch verschwindet. Bei der weiteren 
ÜDtersachung sind die Fälle ft <ioc und /< ^ « za unter- 
scheiden. 

Im Falle 2 a) 

Touä IX ^ 2 sein. Versteht man unter x = c, ^i = <i eine 
beliebige Stelle des Bereiches SB, ffir welche h^ nicht ver- 
schwindet, so schreiben sich die Gleichungen (28) 

dyi _ ««°-^-'(ei + Ot« + qt«' + .--) 

du b^ + fc^+i« + . . . 

«gl" 



Sß,(a!-c,yi — c,,«); 

hier sind 9ß und $i Potenzreihen von x~ e, 
welche sich för ic = c, yi = c,, m^O auf 1 
Die durch die Anfangsbedingung 

x = c, f/i = Ci, M = 
bestimmte Lösung ist 

*-«- ^ <-rr^ + "«•"'*' + •■ ■ 
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Pir durch Umkefarung der ersten Gleichung erhält man 

und durch Einsetzung in die zweite 



(29) 



»■-'-Hr^'" •(»-»)"-'+«,(*-«)-' + • 



ls'i-<i-(ei).,ft-(^-")+'i(«-") '"'+ — 

Im gewöhnlicheD Falle iat a ^2, /i^^l, also 

»1 - »1- tei).,« ■ (l — c) + <),(a: -<!)■ + ... , 

yi-<I-(y) ■(a;-c)' + e,(«-(;)«+... . 

Die durch die Gleichungen (29) datgestellte Integral- 
kurve hat im Punkt P 

» = «, 9i-«i, yt-li'^'i) 
eine durch die Gleichungen 

bestimmte Tangentenrichtung. Diese Bicbtung Hegt aber 
in der Fläche y, = (j(3t, y^); denn die durch die Differen- 
tiation der Fläcberigleichung erhaltene Gleichung 

dx "^ 8x dy^ dx 
wird für X = Ct yi = «H durch die ang^ebenen Werte von 

-^,~ befriedigt Die durdi den Punkt P der Fläche 
dx dx ^ 

Pa = t](x, yi) gehende Integralkurve (29) berührt in diesem 
Punkte die IHäche; sie berührt insbesondere die in der 
DiskriminaDtenfläcbe gelegene Int^-alkurve (singulare 
Integralkurve), welche durch die Differentialgleichung 



^ = ft(*.y.) 
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mit den Anfangsbediogongen x^c, j/i— c^ in Verbindung 
mit der Gleichung y, = t){x, yi) definiert ist. 

Im Falle 2a) ist yt = 17 ein BingnlSres Integral; 
die Fl&che tft^riix, j/i) setzt sich aus einer ein- 
fachen Schar von singnlSren Integralknrven zu- 
sammen, deren jede in einem beliebigen ihrer 
Pankte von einer partikalären Integralkurve ans 
der zweifachen Schar (29) berührt wird. 

Ln FaUe 2b) 



geben wir den Differentdalgleidiungen (28) die Form 
(30) 



% = SPi{«-c,J'i-«^,«). 



^=«'sp,(aT-c, yi-c,, m), 

wo Jl = /t — A + 1>0 ist and $^ , ^ Potenzrühen dor 
beigefügten .^vumente sind; ^^ nimmt für x — c,yi = Ci, 
u i' den Wert (^ i)e, 1^ an. Die durch die AnfangB- 
bedingung 

x — e, yi = Ol, M = 

bestimmte Lösung von (30) ist 

ft-c,=.(ei),.^(a:-c) + ..., 
a=^0 oder Jft'^ *i- 

Der CauchjBohe Satz liefert uns also eine dnfache Sohar 
von Int^irälkorven, welche in der Diskriminantenääche 
liegen; im Falle 2b) ist ?g = i}(^i?i) als partiknläres 
Integral aufzufassen. 



§ 82. Übertragang auf eine algebraische Blfferenüal- 
gleichiing zweiter Ordnung. 

Die Theorie der singnlären Lösungen einer alge- 
braischen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(C) -F(«,y,y',y")-o, 



§ 82. Differentialgleichung: zweiter Ordnung. 365 

WO F eine irrediiktible ganze rationale Funktion von 

'*'* dx' * dar» 
darstellt, lüßt sich aus §§ 80—81 herleiten. 

Setzt man nfimlicb in dem DifferentialsyBtem (B) 
i!,-y,, B,-,, 
00 bat man das Bpe2delle System 

Setzt man 

So wird , „ 

so daB y der Differentialgleichung zweitor Ordnang (C) 
genfigt. 

Durch Elimination von ^' aus 

(31) F{x,y,^,^')-<1, 

erbiüt man die Diskriminantengleichnng 

(32) A(x,y;^~(i. 

E^ne LSsong der Differential^eichnng erster Ordnung (32) 
genügt nur ausnahmsweise der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (C). Wir können aber in allen Fällen die Be- 
ziehungen der Integralkurven der beiden DifTerentialglei- 
ohungen zueinander untersuchen*). 

Die Diskriminanteugleichung (32) werde durch 
l/=*l{x,y) 
befriedigt. Ersetzt mau in der algebndscben Gleichung (C) 
mit der Unbekannten y" ^ durch t} =• ri{x , y), so n^men 
zwei oder mehrere Wurzeln ^ den gemeinsamen Wert 
^ = ^{x,y) an**). För eine Gruppe von a zusammen- 

*) Die im folgenden benutzte Uethode wurde Ton Ham- 
burger im 121. Bd. von Crelles Journal für eine algebraische 
Differentialgleichung nter Ordntmg entwickelt. 

•*) Der hier ausgeacbloasene Fall, daß f für beliebige Werte 
von X, y uneadKch wird, führt zu einem Ähnlichen E^ämie wie 
im folgenden Fall 1). TgL Hamburger, a. a. 0., S. 270—273. 
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hüngenden Zweigen der algebraischen Funktion ^' von ^ 
^t eine DareteUiuig 

(33) r-f = ffo(y'-'7)" + ÄÖ/'- >?)"+•.., 
worin X und a. von Null verschiedene positive ganee Zahlen 
*™<3 9ü>9-L> ■ • ■ FunktioneD von x , y sind, deren erste g^ 
nicht idendsoh verschwindet. 
Jetzt ist 

Q, = n, & = ^ '' = äi + ''5^: 

die Bedingung dafür, daß die Differentialgleichung erster 
Ordnung (32) ein erstes Integral der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (C) darstellt, lautet jetzt 

Direkt ergibt sich diese Bedingung folgendennaßen. Der 
zweite Differentialquotient einer oeliebigen der Differential- 
gleichung erster Ordnung y' = ly {a; , y) genögenden Funk- 
tion y ist 

y^-rx + ry^-rx-^^'Ty' 

damit die Funktion y der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (C) genügt, muß der für y getandeno Ausdruck 
mit einer metulachen Wurzel C der Gleidiung F{x, ^i i] , C) = 
übereinetinunen. 

Unter fÖ verstehen wir einen Bereich der Veränder- 
lichen z, y, in welchem sich rf und C regulär verhalten. 

1) Wenn y'=t) kein erstes Integral ist, so sei 
^ = ^o>y ~y(, eine beliebige Stelle des BereidieB 9 , an 
welcher ^ von a verschieden ist. Dann gestattet die durch 
die Anffüigsbedingung 

x = Xo, y = yo, y'=t]i^'yo) 

bestimmte Lösung nach (27) die Entwickelung 

(35) l^~^<' = '?(^o'yo*'(*~*o* + ^i('^~*o^*'^"+-"' 
. I y'-'J = [C(a'o>S'o}-<'('Po.yo)]-(»-'Po)+«i(«-«ii)'^''+—' 

r :■,...! .A.OCV 
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Durch den beliebigen Punkt P(xg , y^) geht eine und 
nur eine Kurve l£, welche der Differentialgleichung erster 
Ordnung y' = >]{^,!/) genügt; dideoige Integralturve der 
Dlfferentialgleichnng zweiter Ordnung (C), welche die 
Kurve © im Punkt P berührt, hat in P eine Spitze, aber 
keine Berührung zweiter Ordnung mit der Kurve ^. 

Jede der Kurven fS- ist im allgemeinen Ort der 
Spitzen der sie berührenden Integralkurven der 
Differentislgleiohnng zweiter Ordnung (C). 

2) Wenn y"— tj ein erstes Integral ist, Bchreiben 
sich die Differentialgleichnngen (23) 

du Bf, 

Die FSlle m < a und k ^ tx sind gesondert zu behandeln. 
Im Falle 2 a) 

X <a , 
in welchem « ^ 2 sein muß, haben wir unter Einführung 
der nnabhängigen Veränderlichen u die Differentialgleichungen 

''■»■ »««-"-> dy , , ., a"^'""' 



auB welchen sich x und y als Potenzreihen von u ergeben; 



(«-X)ft(3i,j(,) 



+ ■ 



«i;(3i,,!<.)<^- 
" '' («-«)5,(ai,,S.)^"" 
Dabei ist die Anfangsbedingung 

vorgeschrieben und unter x = x^,y = yQ eine beliebige 
SteUe des Bereiches S9 verstanden, an welcher g^ aiait 
verschwindet Aus der ersten der beiden Gleichungen folgt 



„ _ (^_ ,,T_ ( (»— )^.K.y.) )-.(, _ ,^)^^ . 
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dnrcli Erhebimg in die exte Potenz erhält man 

und durch Einsetzong in die zweit« Gleichung 

(37) y — yo = ni^> VoX'^ - ^) + \{^ - ^f^'-" + ■ • ■ • 

Dorch den beliebigen Pnnkt P {x^, j/g) geht eine 
Kurve S, welche der Differentialgleichung erster Ordnung 

(38) y'=v{^,y) 

und jetzt auch der DifferentialgleiohuDg zweiter Ordnung (C) 
genfigt. Durch denselben Punkt P geht eine von S ver- 
schiedene Integralkurve (37) der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, welche die Kurve l£ in P berührt. In dieeem 
Punkte ist für die Kurve l£ 



öy' 



für die Kurve (37) , 

so daß die beiden Kurven im Punkte P eine Berührung 
zweiter Ordnuug haben. Wir bezeichnen die DifFerential- 
gleichung erster Ordnung (32) oder (38) als singuläres 
erstes Integral und jede partikuläre Iiit«gralkurve dieser 
Differentialgleichung erster Ordnung als singulare Inte- 
gralkurve der Differentialgleichung zweiter Ordnung (0). 
Durch jeden Punkt P einer singularen Integral- 
kurve d geht eine partikuläre Integralkurve der 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche mit 
der Kurve ® in P eine Berührung zweiter Ord- 
nung hat. 

Im Falle 2 b) 

also X — « + 1>0 lauten die Differentialgleichungen (36): 



du 


la. 


dx 


«V 


dy 
dx 


■1 + «" 



(39) 

)oy Google 
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ist die AnfaDgebediDgimg 

Toi^actuieben, eo hat man nur die Lösung 
(40) I * = " oder. y=„ 

i y-y<t = ni'h> ffo)-{«-a^) + ... . 

In diesem Falle ist y'=t] ein partikaläres erstes 
Integral. 

§ 83. Beispiele. 
Beispiel 1*). Die AoEöaung der Gleiohang 

y'^-iy(xy'-2yy=:0 
nacü y" ei^bt 

y' = iy{x ±^x' - i-^) , y'='-iy{w±^x^-\-4:ß). 

Melu^re dieser vier Werte werden gleich, wenn entweder 

y ^0 oder y = ^ ist. Sowohl y = als anch y = — ist 

eine Lösung der Differentialgleichung, 

Für y = t] -=0 wird y' = C = . Die beiden Auf- 
lösungen ^^ 

y'= ±iy{^ — K«* + *#) 
geben, wenn x von Null verschieden ist, Entwictelungen von 
der Form 



da X = « = 1 ist, so ist y = eine partiknläre Lösung. 
Die beiden anderen Auflösungen 

y'=±iy(x+^^'^^iy) 

geben 

y'=±2xy^+...i 

*) Ein einfaches Beispiel zur Theorie der aingulären Lfiaungen 
bildet auch die Clairautsobe Differentialgleichung (g E9). Ygl 
Schlesinger, S. 8., § 66. 

Hörn, GewSlmliahe DifferentlalglBlchmiBeiL i 21.i(H)QIC 
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da jetzt X \, ai, = 1, also x<aiet,8oiBtj/ = gleich- 
zeitig eine BingulSre LöBung. 

Für y = ^ = — nebmen die beiden Auflösungen 

den gemeinsamen Wert f = j^ = -j ß*"» ^ ^ der Blnt- 
wickelung *** * 

y'-: = ±ity2a;(y-,)*+ ... 

IC* 

X = 1 , ix ■*• 2 , also X < A ist^ so ist V = t^ ^üib singoläre 
LÖSUDg. ^^ 

IMe allgemeine Lösmig 

j, = C»(x - o» 
geht für C = in die partikuläre LösuDg y = ober. Die 
durch die allgemeine Lösung dargestellte Farabelschar wird 
sowohl von der Geraden y ^ als auch von der Kurve 



Beispiel 2. Bas Differentialsyatem 



i-»-j,« 



wo s der Gleichung 

«' - tt«' + jr,)« - (A^ + i«Si - »>) - 
genOgt, hat die Diskriomianteiigleichung 

y, - A«' + 4^ft - A(«' + 3».)' - II (^> Sil); 

igt diese erfüllt, so werden zwei Werte von e gleich 

C---K^' + 3!(i)*')- 
Wir setzen x^ + Sy^ von Null verschieden voraus, so daß 
r] nnd ^ regulär sind. 

*) Die kubische Gleichung z* = pi: + q hat nämlich, wenn 
(l)'- (|)'=0 oder 9=2^/(1)' ist, die Doppelwurzel t y| . 
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Es ist 

da die Gleichimg 

Sri öij 

identieoh erfüllt ist, so ist yi=ri ein Integral unseres 
Differentislsyatems. 

Für diejenigen Werte von g , welche für i/, = ij in die 
Doppelwurzel C der obigen kubischen Gleichung übergehen, 
gilt die Entwiokelung 

so daß « =. 2 , X = 1 ist Setzt man 

Vi - 1? = «^ 
so gehen unsere Differentialgleichungen über in 

Wie die Vereleichung mit (28) ergibt, ist (1 = 1, während 
ex ■■ 2 yiax. Wegen fi<^ x ^ y» —V(^> Vi) ^^ slnguläres 
Integral 

Die siogulären Integralkurven genfigen außer der Glei- 
chung y^^ii der DifFerentialgleichnng 



oder 



_^y,_C--Ja:--iya:« + 3y,-|a; 



.(.+!') 



dx 
mit dem Int^ral 



-yj('-3«), 



WO e eine willkürliche Konstante ist Wir haben also { 

|..:-„..l34?.(X"H^iC 
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singolfiren Litegralkurven 

yi=~Hx-e){x+3c), 

Vi — ^C«» Vi) ic(a! - c)» . 

Die allgemeine LSenng nnserea SfBtenu ist 
y,-0(a: + C) + C', y, = C'(a: + C) 

mtt den willtürliohen Konstanten C, C. Man überzengt 
sich, daJQ dnrch einen beliebigen Pankt einer siiigtil&^a 
Int^;ralkurTe eine diese berOhrende Integralknrve geht, 
welche man aus der allgemeinen Lösmig dnrcn Spezialisienuig 
von C und C erhält. 

Beispiel 3. Die Anflösong der DifTerentialgleichong 
zweiter Ordnung 

nach y" er^pbt 

y .. a:» 

Die Difikriminanten^eichnng 

(xy'-yy-4x*-=0 
wird durch 

y' = ^ + 2~r,(x,y) 

befriedigt (der zweite Wert y' = — — 2 kann ebenso behan- 
delt werden); dann werden die beideo Werte von y" gleich 

Wegen 

ist y' — 1} ein erstes Int^raL Ist x von Null verschieden^ 
so gilt eine Entwickelung von der Form 

d,-..:s..vGooqIc 
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da oc = 2, H = l, also x < a ist, bo ist 
!^ = f + 2 

ein singulSres erstes Int^;ral. Durch Integration dieser 
Differentialgleiohung erster Ordnoitg erhält man die singn- 
lären Integiralkurven 

y = 2a;Ioga: + ca: 
mit der villkürliohen Konstanten c. Durch den Punkt 
a; = x^, y ^jfa geht also die singolAre Integralkarve 

y = ^x + 2x\og— 

mit «'= ^ + 2 and w" = — . 

Die allgemeine Löeung der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ist 



mit den beiden Eonstanten 0, C . Bestimmt man diese so, 
daß für X =• Xo y = yot y'= — + 2 wird, so erhält man 
die partikuläre liösung 

aus weldier sieh ebenfalls y"= — tär x=: x^ eigibt Daher 

hat die partiknläre Integralkurve, welche die singulare In- 
tegralkurre in dem beliebigen Punkte x=-Xo, y = yt) berührt, 
mit derselben eine Berührung zweiter Ordnung. 



)oy Google 



XIV, Abeohnitt. 

Differentialgleiclmiig zweiter Ordnung 
mit eindentigem allgemeinem Integral. 

g 84, Feste and beTregliehe Slngnlarlt&ten. 

DiejeDigen Werte von x, für welche sich die einer 
DiffereDtialgleicliiuig genügenden Funktionen y von x singulär 
verhalten, Können von zweierlei Art sein: 1. feste singu- 
lare Stellen, d. h. solche, welche von den Integrations- 
konstanten nnabhängig sind und daher für alle partikulären 
Lösungen dieselben sind, 2. bewegliche singulare Stellen, 
d. h. solche, welche von den Integrationskonstanten abhängen 
und sich daher beim Übergang von einer partikulären Lösung 
zu einer anderen ändern. 

Die singalären Stellen der Lösungen einer linearen 
Differentialgleichung können nur in den aingulären Stellen 
der Koeffiaenten Hegen; sie sind also fest und aus der 
DifFerentialgleichuDg ohne weit«reB zu erkennen. 

Die DiSerentifUgleichung 

l + ^-o 

hat die allgemeine Lösung 

1 

mit der Integrationskonstanten c ; x = e ist also ein bew^ 
lieber Pol. Die Differentialgleichung 

DcinzeaoyCiOOQlc 



§ 81. F«ate und bew^liche 9iDgularit&t«ii. 
besitzt die aUgemeine Lösung 



mit der IntegratJonskoDstaDten c; es sind die beweglichen 
Verzweigungspunkte x = + "}[€ und z = -—fc vorhanden. 
Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

hat die allgemeine Lösung 

mit den beiden Integrationskonstanten c,(f; z ^ c ist eine 
bew^licbe wesentlich singulare Stelle. Die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

dx' \dx} y^ + 1 
hat die allgemeine Lösung 

y = tgIog(ca; + c') 
mit den beiden Integrationskonstanten e, c'; die bewegliche 
singulare Stelle x-^ ist zugleich Unhestimmtheitspunkt 

und Verzweigungaponkt. 

Nun besteht aber zwischen den Differentialgleichungen 
erster Ordnung auf der einen Seite und den Differential- 
gleichungen zweiter und höherer Ordnung (oder den Sy- 
stemen von zwei oder mehreren DiSerentialgleichungen erster 
Ordnung) auf der anderen Seite ein wesentlicher Unterschied 
im Hinblick auf die beweglichen siogulären Stellen. Um 
diesen Unterschied darzulegen, teilen wir die singulären 
Stellen einer analytischen Funktion von x in zwei Klassen: 
1. algebraische Singularitäten, worunter wir Pole und 
algebraische Verzweigungspunkte verstehen, d. h. diejenigen 
Singularitäten, welche auch bei einer algebraischen Funktion 
von X vorkommen; 2. nicht algebraische Singulari- 
täten, worunter wir alle übrigen (bei einer algebraischen 
Funktion nicht vorkommenden) Singularitäten verstehe" 
Dabei wird der singulare Punkt :i; = a als Fol der Fu 
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tion f{x) bezeichnet, wenn in seiner Umgebung eine Ent- 
wicklung von der Form 

besteht, wo » eine ganze positiTe Zahl darstellt und ^(x~a) 
eine für a; — a nicht verschwindende Potenzreihe von x — a. 
Der Paukt x = a ist ein algebraischer Vcrzweigangs- 
punkt im Falle einer Entwicklung 

wo 50 eine Potenzreihe von (x — a)'' darstellt und /* eine 
ganze positive Zahl größer als 1 ist. Zu den algebraischen 
Singularitäten gehört auch die Vereinigung von Pol und 
algebraischem Verzweigungspunkt (algebraischer Unend- 
lichkeitspunkt) mit einer Entwicklung von der Form 



m = 



{x — ay 
wo n und n dieselbe Bedeutung haben wie oben und die 

Potenzreihe % von {x — o)'* für a; ■= a nicht verschwindet 
Diese Definitionen gelten auch fOr die singulare Stelle x = oo, 

wenn man darin x — a durch — ersetzt*). 
X ' 

Nun gilt der wichtige Satz von Painlev^**): 
Die sämtlichen nicht algebraischen Singulari- 
täten einer Differentialgleichung erster Ordnung 



•) Schlesinger, S. 8., §§ 58—60. 
**) Sur les lignes singuli^res des fonctions analytiques (Th^se 
Paria 1887; Annalea de la Faoultö de Toulouse, 1888); Le^ons aur 
la thöorie analytique des öquations diffärentielles, S. 23 und B6. — 
Wegen des Beweises des Painlevöschen Satzes kann auf Schle- 
singer, S, 8., § 12 und § 56 Terwieeen werden. Vgl. auch Picard, 
Traitö d'Änalyse, Bd. n, 2. Aufl., 8. 367—372, und Porsyth, 
Tbeory of differential equations, vol. II, 8. 211 und 266. 
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worin I eine analytisohe Funktion von x, aber eine 

algebraisohe Funktion von y und -^ darstellt, 
Bind fest ^^ 

Wälu^nd hiernach die beweglichen Singularitäten einer 
algebraiscben Differentialgleichung erster Ordnung stets 
algebraisch sind, können bei einer algebraischen Dif- 
ferentialgleichung zweiter oder höherer Ordnung 
auch bewegliehe nicht algebraische Singularitäten 
auftreten, welche von vornherein aus der DifFereuttal- 
gleichung gw nicht zu erkennen sind. Wir haben ja oben 
zwei algebraische Differeutialgleichungeu zweiter Ordnung 
kennen gelernt, deren Integrale nicht algebraische singulare 
Stellen aufweisen, welche sich mit den Integrationskonstanten 
ändern. 



§ 85. Differentialgleichnngen mit festen 
Terzweignngspniikten. 

Die Weierstraßsche elliptische Funktion y=p(x) 
genügt der algebraiscben Differentialgleichung erster Ordnung 



deren allgemeine Lösung 

y=p{x + c) 

mit der Integrationskonstanten c eine eindentige Fonktion 
von X ist, welche die wesentlich singulare Stelle a: = oo 
besitzt, im Endlichen aber nur Pole bat. Durch die Theorie 
der elliptischen Funktionen wird die obige Differential- 
gleichung in der vollkommensten Weise integriert. 

Es wäre von großem Interesse alle algebraischen Dif- 
ferentialgleicbungen zunächst erster Ordnung, sodann zweiter 
und höherer Ordnung zu kennen, deren allgemeine Lösnng 
eine eindeutige Funktion ist. Die Differentialgleichungen, 
deren allgemeines Integral eindeutig ist, also überhaupt keine 
Verzweigungspunkte hat, sind unter denjenigen Differential- 
gleichungen enthalten, deren allgemeines Integral keine be- 
weglichen Verzweigungspuukte besitzt, sondern nur feste 
Verzweigungspunkte aufweist. Hat eine algebraische D! 
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fercotial^eicbiiiig nnr feste Veizweigongspiiiikte, so können, 
wenn die DiffereDtialgleichiing von der ersten Ordnung ist, 
die bew^ichen Singularitäten nur Pole sein; ist jedoch die 
OrdDUDg gleich 2 oder höher, so können bew^&ohe nicht 
algebraische SingnlaritSten auftreten. Die Folge davon ist^ 
daß die ao^worfene Frage för Differentialgleichougen 
zweiter Ordnung wesentlich größere Schwierigkeiten bietet^ 
als für Differentialgleichnngen erster Ordnung. 

Die Frage nach den Differentialgleichungen erster Ord- 
nong mit festen Verzweigungspunkten nnd deren Int^jation 
ist von Fuchs und Poincare gelöst worden*). Wir ver- 
weisen auf Schlesinger, S. S., Kap. 2, 7 and 8, wo der 
Gegenstand eingehend behandelt ist, und geben nnr das 
Resultat an: 

Eine DifFerentialgleicbung 

<^- »-)-». ^ 

wo F eine ganze rationale Fnnktion von -~ nnd y darstellt, 

läßt sidi, wenn die Verzweignngspunkte des allgemeinen 
Integrals fest sind, entweder 1. auf eine Biccatische Diffe- 
rentialgleichung zurückführen oder 2. vermittels elliptischer 
Funktionen unter Zuhilfenahme einer Quadratur oder 3. anf 
algebraisch em Wege integrieren. 

Unter einer Briot-Bonquetschen Differentialgleichung**) 
versteht mau eine x nicht explizit enthaltende algebraische 
Differentialgleichung 



■ \dx' 



mit festen Verzweigungspunkten, Das allgemeine Integral y 
einer solchen DifierentiaTgleicbung ist eine eindeutige Funk- 
tion von X, und zwar entweder eine rationale oder eine 
einfach periodische oder eine doppeltperiodische Funktion. 
Vgl Schlesinger, 6. S., Kap. 8. 

*) Fuchs, Berliner Sitzungaberiohte, 1884; Poinoarä, Acta 
mathematica, ßd, 7. — YgL auch Painlevä, Leijoiui eur la throne 
analytique des öquations difFärentielles. 

**) Briot und Bouquet, JourniJ de l'Ecole FolvteohDiqiue, 
oah. 36, 8. 199ff. — Hermite, Gours (lithographiö) de rEcolePoly- 
teohnique, 1873. 
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Durch das Studiam der DifFerentialgleicbnngen erster 
Ordnang mit eindeutigem allgememem Integral wird man 
also nicnt auf neue eindeutige Funktionen gefüinii. Dagegen 
gibt es, wie die neueren Untersuchungen von PainlevÄ 
gezeigt haben, Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
welche eindeutige Funktionen definieren, die eich anf die 
bisher bekannten eindeutigen Funktionen nicht zurückführen 
lassen. Zur Einfuhrung in diese wichtigen Untersuchungen 
7on Painlevä kann eine Arbeit im Bulletin de la 8oci6t6 
matb^matique de France, 1900*) dienen. Femer hat Pain- 
\evi eine Reihe ausführlicher Abhandlungen in den Acta 
mathematica in Aussicht gestellt, von denen aber erst eine 
erschieoen ist"). Frühere Untersuchungen von Painleve 
über Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen Ver- 
zweigungspunkten sind in den Le9on8 sur la th€orie des 
äquatioas diff^rentielles datf;estellt. 

Painlevä hat unter anderen alle diejenigen Differraitial- 
gleichnngen zweiter Ordnung von der Form 

y" = my' , y , X) 
(wo R rational in y', algebraisch in y, analytisch in x ist) 
bestinunt, fBr welche die verzweigungspunkte des allgemeinen 
Integrals fest sind. Er ist dabei auf die folgenden kano- 
nischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung gestoßen, 
deren Integrale wesentlich neue eindeutige Funktionen sind **"**) : 
y" = Gyi+x, 
y"'^2yi + xy + », 

y" = ^ + e^i»y' + 1) - (^'y^ , 



*) Memoire aur les ^uations diffäreotielles dont l'int^ale 
g^n^rale est uniforme, a. a. O., S. 201 ff. 

**) 8ur lea äquations diffärentielleB du second ordre et d'ordre 
Bup^rieur dont Tintägrale gän^rale est uniforme, Acta mathe* 
matioa, Bd. 25. 

••*) S. AoU math., Bd. 25. 
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Im folgenden wollen vir die Integration der ersten dieser 
ffinf Differentislgleichnngen kurz behandeln, indem wir die 
dtjerte Arbeit im Bali, de la Soo. math. 1900 (8. 227 ff.) 



Zuvor m^ bemerkt werden, daß sich die allgemeinere 
Differentialgleidiung sweiter Ordnnng 

(«) y" = A(x) y' + B{x) y' + C(x) y + D{x) 

anf die Form 

zurückführen läßt, wenn eine gewisse Relation Erist^en den 
vier Funktionen A, B, C, D besteht. 
Setzt man nämlich 

SO geht die DifFerentialgleichnng (ix) über in 

dX'~ !■{ n HldX^ «' 

worin X dnrch X auszudrücken ist Die neue DifTerential- 
eleichung nimmt, wenn B nicht identisch verschwindet, 
die Form 

an, falls 

B+Cv + By' + ÄV-V'-Xiti'' 
wijd, wenn man darin 



r_ .. B" . eiB" ..\ . 

6 B \ 



23. = -C+if2^.-? + l(^-^.) + i4^1 



setzt. 
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§ 86. Die Differentialgleicbiui? y* * 6 y> + x . 

Wir zeigen zonächat, daß das allgemdne Int^ral der 
Differentia^leichnng 

(A) '^-0«' + ' 

keine algebraischen Verzweigungspankte, wohl aber 
bewegliche Pole besitzt. 

Wir nehmen an, x = Xf, sei eine algebraische singulare 
Stelle einer Lösung y{x) von (A) and y^, y'o seien die (end- 
lichen oder unendHcben) Werte von y , y" für x = x^. Zu- 
nächst können y^ und y'o nicht beide endlich sein, denn sonst 
würde sich y (x) an der Stelle x = x^ regulär verhalten. 
Wenn j/o unendlich ist, g^t dassdbe erst recht von yS und 
folglich nach (A) auch von y^ . Es muß also j/q = oo und 
daher Xj, ein algebraischer Ünendlichkeitspunkt sein, in 
dessen Umgebung eine Entwicklung von der Fonn 

besteht) wo r eine positive rationale Zahl ist und efür x = 3^ 
verschwindet. Damit sich beim Einsetzen des Ausdrucks 
in (A) die Glieder niedrigster Ordnung w^heben, muß r = 2 
und a = 1 sein. Setzt mau demgemäß 

wo s eine positive rationale Zahl ist, in (A) ein, so erhält 



man, daS, wenn ein Int^ral y{x) mit der algebraischen 
singulären Stelle x = Xo vonianden ist, dessen Ekitwii^lnng 
in der Umgebung dieser Stelle die Form bat: 



Ux - x^)^ ~ i{x ~ x^)* 



(1) <»-^)' ">;. 

I + A(a: - a^)* + -^ (x - a^)« + . 
wo h eine willkürliche Konstante darstellt. 
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Um za zeigen, daß wirklich ein derartiges Integral voiv 
banden ist, welches die willkürliche Stelle Xf, als Pol besitzt 
nnd aoäerdem die willkürliche Konstante b enthält, führen 
wir das der Differentdalgleicbung (A) entsprechende System 









du' 

dx 


-6s, 


+ « 


dnicli die Substitation 








(2) 

ab«! 




y=h- ^= 


2 


xe 
2 


^- 


(3) 


dt 
di 


=1+?+?- 


2 






du 
dm 


=^^+^% 


4 


K'U 





Da sich die rechten Seiten der Gleichungen (3) in der Um- 
gebung der Stelle x^ x^, 2 — 0, u = Uq regulär verhalten, 
wenn x^ und f% beliebige endliche Größen sind, so besitzt 
das System (3) eine und nur eine LSsung b{x), u{x), welche 
die Anfangsbedingung x = Xf,, b -=0, u^u^ erfüllt; diese 
Lösung verhält sicli an der Steile x,^ regulär. Die ent- 
sprechende Lösung y{x) von (A) besitzt den Pol x = x^, vi 
dessen Umgebung die Entwickelung (1) nüt der Konstanten 

A~^ besteht 

Das allgemeine Integral der DiderentialgleidiuDg (A) 
besitzt also Pole, aber keine algebraischen Verzweigungs- 
pnokte. Die Existenz nicht algebraischer singulärer Stellen, 
die aus der Differentialgleichung von vornherein nicht er- 
siobtlich sind, ist bei einer DifTerentialgleichung zweiter Ord- 
nnng sehr wohl möglich. Wir werden aber in §§ 87 — 88 
zeigen, daß eine Lösung der Differentialgleichung (A) im 
Eoali<^en keine nicht algebraische singulare Stelle besitzt, 
also a^esehen von der Stelle x = oo keine andere Singu- 
larität als Pole aufweist. Erst wenn dieser Nachweis ge- 
fuhrt ist, können wir behaupten, daß das allgemeine In- 
tegral y von (A) eine eindeutige Fnnktion von x ist. 



§87.. Das Fehlen nicht algebraischer SingularitSten. 3g3 

Doxcli RliminatioD von e aus den Gleiohntigen (2) er- 
hfilt man 
(4) „_j,t(j^+i^) + 2!,'+3?. 

Setzt man fttr j/ die in der Umgebung des Poles x = x^ 
gültige Beihenentwiokelang (1) ein, so geht u in eine mit 
dem Glied 7Ä bannende Potenzreihe von a; — ^o über, 
vorausgesetzt, daß von den beiden Werten von y^ derjenige 
gewählt wird, dessen Keihenentwickelung mit 



beginnt. Auch die in y und j^ rationale Funktion 



gebt, wenn man für j/ die Reibe (1) setst, in eine Potenz- 
reihe von x — Xo &ber, deren An^gsglied —^Sh + Xo ist. 
Wir machen im folgenden aach von der Funktion 



Gebrauch, welche mit Rücksicht auf (A) in 

iy^ — y'^ + y^ + ley 



fibergebt. Wir fügen die Formel hinzu: 

(8) ^.i+^y'-f+^y. 



§ 87. Beweis des Fehlens Dicht algebraischer 
Singnlaritftten. 

Fine partikuläre Lösung y(x) von (A), welche durch 
die endlichen Anfangswerte x^,y^,^a von x,y,^ be- 
stimmt ist, verhält sich in der Umgebung von a^ regulär. 
Es sei r der größte Kreis vom Mittelpunkt x,, , in welche» 



384 ZIV. Absohnitl DiffonntialgleiehuDg zweiter Ordnung. 

y{x) den Charakter einer rationalen Funktion hat, d h. keiae 
anderen Binga]£ren Stellen ala Pole besitst. Wenn F die 
ganse Ebene umfaßt, iet bewiesen, dafi y{x) keine nicht 
algebnüsohe Singularität außer x = oo besitzt Andernfalls 
ist auf der Pei^herie von F wenigstens eine nicht alge- 
bnÜBche singulare Stelle x — a vorlumden. 

Es ist nicht möglich, daß auf dem Badius x^a oder I 
in beliebiger Nähe von a Punkte x^ liefen, für welche y 
und y' Werte yi, yi annehmen, deren absoluter Betrag 
kleiner als eine gewisse endliche Größe Ä ist. Nach dem 
CauchjBohen EuBtenztbeorem ist die durch die An&ngB- 
bedingongen 

x = Xi, y = y,, 1^ = !^ 

bestimmte Lösung y{x) in ^nem um x^ mit einem gewissen 
BadioB o besohrieb^en Kreise r^;nlir; e« ist fOr ^ eine 
von NoU verschiedene untere Grenxe fy, Totliandeo, wie 
uxdi Xi , yi > yi in dem Gebiet 

\x^-a\<A, \y,\<A, |y5|<4 
gewählt werden m^en; da man ]z^ — a| < q, wählen kann, 
so ist y(x) tär x = a Tegnlir, was der über den Punkt a 
gemachten Annahme wideispricht. 

Es ist nicht möglich, daß es anf I in beliebiger Nähe 
von a Punkte Xi gibt, so daß y(x,) jede Greüe öber- 
8chr«itet (also \siXi)\ beliebig klein wird), während |M(Ji)i 
(für ein passendes V<H«eichen von yi) anter rinw gewissen 
Größe A bleibt ^r denken uns die DiSerential^uchung (A) 
durch die Substitution (2) in das Sysbmt (3) nbeigefnhrt. 
Ke durch die Anfaugsbedingung 

J = X,, jE = jE,, « = 11, 

bestimmte Lösui^ £(■>')) *>(•>*) des Sj^tems (3) veibält ädi 
regulär in «nem Kreise um x^ mit einem gewissen Badios g . 

— a]<A, lst\<A, j«, <-^ 
men wird, besitzt $ öne vcHt Null veischiedeiie nntoe 
?, Daher ist i{.r\ für x^a r^ulär und M(a)^0; 
y hat also x = o cum Pol, waa der über a genäditat 
Yorwossetcung widerspricbt 

Es ist aod nicht möglidi, daß in belielMger mbe vui a 
auf I Punkte X. li^en, so daß y'r■,^, jede Gireiiae fibw- 
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steigt, Iv(^)| aber anter einer gewiaaen Gröfie A bleibt. 
Denn wenn man x und v endliohe Werte, y aber einen 
sehr großen Wert beilegt, bo wird eine der beiden Worzeln y' 
der quadratischen Gleichung (5) dargestellt durch 

W ^=-^-^(^ + 27.-^ + -)- 

Darob Einsetzung dieses Wertes in (4) erfailt mau 

(10, .=ii-"+£. 

WO 93 für endliche Werte von x und v und große Werte 
von y endlich bleibt. Wenn yixj) über jede Grenze wächst 
and v{Xj) endlich bleibt, so bleibt auch u{Xi) endlich. Da^ 
mit sind wir zu der im vorangehenden Absatz als unmö^ 
lieb erwiesenen Annahme gelangt. 

Wir führen jetzt eine Beschränkung ein, die wir im 
nächsten Paragraphen wieder beseitigen. Wir nehmen näio- 
licb an, daß der absolute Betn^ des betrachteten Litegrale 
y{x) auf dem Radius l nicht unter eine gewisse positive 
Größe e herabsinkt. 

Dann ist es nicht möglich, daß v{x) unter einer end- 
lichen Grenee bleibt, wenn sich x auf l der Grenze a nSfaert. 
Denn wenn v nnd y endlich bleiben (während jj/| > £ bleibt), 
bleibt y" nach (5) endlich, und das Integral y(x) verhält 
sich bei ic = a regulär. Wenn ti endlich bleibt, wiüirend \y\ 
jede Grenze fibereteigt, bat y(x), wie wir gesehen haben, 
x=-a zum PoL — Es muß also auf l in beliebiger Nähe 
von a Punkte x geben, in welchen \v{x)\ jede Grenze über- 
schreitet. 

Wir zeigen, daß in beliebiger Nähe von a andere 
Punkte Xi liegen, so daß |v(^)| beliebig klein ist. — Der 
Absolute Betrag dea am Eaide von § 86 eingeführten Aus- 
drucks 

muß für gewisse Punkte a^ von l in der Nähe von a un- 
begrenzt wachsen; andemfalla würde 
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endfioh bleiben, wenn rieh x &nf l dem Paukte a näliert. 
Dw sbsolote Betrag von y{x) in den erwähnteo Punkten % 
fibentdgt jede Grenze; denn wenn |y(iii)| endlich bleibe 
ist |y'(^)| Behr groä (vgl. Anfang von § 87), nnd der Wert 

von v/lx.) weicht nach (7) von dem endlichen Wert —, — r- 

wenig ab. — Setzt man den aus (5) berechneten Wert 
von y' in (8) ein, so eriiftlt man 



1 1 |-iy^l~ g I ^^ I * t " 

(11) W = ^ 2y8v ± |/ 4y»t,J yiffl + y»„J + y«J + y*» ' 

Da ffir die bezeichneten Funkte osy die absoluten Betrüge 
von y{x^ mid »(a:^) mib^renzt wachsen, so nähert siäi 
nach (11) v(x^ der Null; denn wenn in beliebiger Nähe 
von a Punkte x^ lägen, in welchen \v{Xi)\ > 4 > ist, so 
würden sich alle Gmeder der rechten Seite von (11) mit 

Ausnahme von — der Null nähern, and es müßte —, — ; 
V v{x^) 

mit w{x^ unbegrenzt wachsen, was der Annahme [w(a;i)|> 6 
widerspricht. 

Hiemach gibt es auf l in beliebiger Nähe von a 
Punkte Xi , so daß \y(xi)\ ins Unendliche wächst^ vix^) sidi 
aber der Null nähert Dies warde aber oben als unm^lit^ 
nachgewiesen. 

§ 8& Forteetzong. 

Wir haben im vorangehenden Paragraphen angenommen, 
daß {y(a:)|auf dem Radius l nicht unter emen gewissen 
positiven Wert e sinkt. Diese Einschränknng soll jetzt be- 
seitigt werden. 

Pas bisherige Beweisverfahren wird nicht geändert, 

ynstm. man in dem Aosdrack (ö) für v das Olied — dnich 

_J_ 

y~g 
ersetz^ wo g eine Konstante bezeichnet. Der Bewos ver- 
sagt aiso nur dann, wenn die Funktion y{x) auf dem 
Badins I jeder voig^ebenen Größe g beliebig nahe kommt. 
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Der Fall, daß f/(x) bestündig der Null zustrebt, wenn sich 
X auf l der Grenze a nähert, kann demnach als erledigt 
gelten. 

Wir können uns vielmehr jetzt auf die Annahme be- 
Bchränken, d&fi für gewisse Punkte x von l in beliebiger 
Nahe von a 

fSx andere Punkte x von l in beliebiger NSfae von a 

Iv(a:)|<« 
ist 

An den Überlegungen des vorangehenden Paragraphen 
wird nicbts geändert, wenn man den Badius { durch einen 
anderen Weg X von endlicher Länge*) ersetzt, welcher 
im Pnnkte a endigt und auf welchem y{x) überall den 
Charakter einer rationalen Funktion hat, w^rend der End- 
punkt a eine nicht algebraische singulare Stelle sein soll. 

Auf dem Kadius l sind unserer Voraussetzung nach 
unendlich viele Abschnitte XlX2,XgX^, ... vorhanden, auf 
welchen |y(a:)I<e ist; die Längen dieser Abschnitte seien 
ha>hi> • • • ■ ^^ werden unten sehen, daß man jeden 
Abs^nitt XiXf durch einen anderen die Punkte x^ und x^ 

verbindenden Weg X^ von einer Länge ^-^-ht ^ ^^ 

setzen kann, daß auf diesem Wege \y{^ = e ist und daß 
sich die Funktion y{x) zwischen dem Wege Jl^j und dem 
Abschnitt x^x^ regulär verhält. Indem wir jeden der Ab- 
schnitte Xj^x^, XfX^, ... durch den entsprechenden Weg 
^i> Ki) • ■ • ersetzen, erhalten wir einen Weg X von einer 

Gesamtlänge ^ -^ l , wenn unter l die Länge des Radius l 

verBtanden wird. Längs des W^s X ist |j/(a:)| ^ e; y{x) 
bat auf X überall den Charakter einer rationalen Funktion, 
während der Endpunktes eine nicht algebraische singulare 
Stelle sein solL Die Überlegungen von § 87 zeigen, daß 
dies nicht m^lich ist. 



*) Hätte l. keine endliche LSiige> bo konnte der reelle Teil 
Ton (wdx unbegrenzt wB<disen, trotzdem \w\ unter einer enH- 

lidien Grenze bleibt 

r :-,..M1L.(10i^lC 



388 XtV. Abschnitt Differenüalgleiohung zweiter Ordntmg. 

Wir haben noch den Beweis f5r die Behauptung nach- 
zutragen, daß der Absohoitt x,Xt durch einen Weg Jl^, von 
der angegebenen Beschaffenheit ersetzt werden kann. 

Wenn wir x als Funktion von y auffassen, schreibt 
sich die DifferentialgleichuDg (A) 

0^) |r^=-(|)>»-+«)- 

Wir verstehen unter x(y) die dorch die Anfangsbedingungen 

bestimmte Lösung von (12). Wir nehmen 

(13) \y\<e, |yol^«> \Xo-a\^e, \xfo\^V> 

wo tj eine kleine positive Größe darstellt Dann lassen sich 
nach § 5 x(y) und af{y) in Potenzreihen von y, y^, x^, a^ 
entwickeln; inebeeond^ ist 

af=X'o + a:"(yo) (y - Vo) + i^^o) (y - J/o)' + ■ ■ ■ ■ 
Durch wiederholte Differentiation der Gleichung (12) nach y 
erkennt man, daß a/'(y) , xf"(y) , . . . den Faktor [a/(y)]8, 
also ic"(ffo) ) ^"flfo) I •• ■ ^«o Faktor x^^ enthalten. Man 
kann daher t] so klein wählen, daß unter der Voraus- 
setzung (13) 

(14) »■-»;(i + ö, |f|<i 

wird. 

Der W^ C, welchen y beschreibt, wenn x den Ab- 
schnitt XiX, von l durchläuft, bleibt, da zwischen x^ und x, 
|^|<E sein sollte, in dem um den Nullpunkt der y-Ebene 
mit dem Radius c beschriebenen Kreis y; die beiden End- 
punkte j/j und yj des Weges C liegen auf der Peripherie 
von y . Wir verstehen unter s den von y^ aus gerechneten 
B(^;en von C und unter 8 die QesamtJäuge von C. Der 
Badius l bilde mit der reellen Achse der x-Ebene den 
Winkel a, so daß auf 2 

X = r^" 
istj dann ist 

4s ^' äs ds 

nimmt man die absoluten Beträge, indem mau beachtet, 

,.,:„.., .A.OOgIC 



8 88. f ortsetxung. 
daß \dy\ == ds iat, so hat man 



BS B 

^ If.Ki, [i + f.|ai-|{.|>t 

ist; also ist 

(16) i,.&mf. 

Andererseits lassen wir y den kleinsten der beiden 
von yi und y, begrenzten Bögen der Peripherie des Kreises 
y durchlaufen; a sei die Länge dieses Bogens und Xit der 
entsprechende von x durchlaufene Weg mit den End- 
punkten Xi und x, . Für die länge des Weges i^, hat man 

J„S|«i|/|l+f,|ä«, 



wo 

If.Ki. |i + {.l<i 

ist; also ist 

(16) li,SK.|y- 

Der Bogen a ist höabstens gleich der mit -^ multi- 

Slizierten Sehne, welche die Punkte y^ und y, verbindet; 
a diese Sehne nicht größer ist als der B<^n iS, so ist 

Daha folgt ans (15) und (16) 

Da 3^(y) im Innern und auf der Peripherie des Kreises y 
regulär uud von Null verschieden ist, so veriiSlt sieh y{x\ 
zwisdien dem Bogen A,, und dem Absdmitt a^a^ r^i'' 



390 ^^- AlMohnitt Differential^eichnDg zweiter Ordnung. 

Man kann daher den Bc^n Jlj, unter Festhaltnng der End- 
pimkte Xi , Xf stetie deformieren und ohne ÜberBchreitang 
singnlärer Pankte der Funktion y{x) auf den Abechnitt x^x^ 
znrficJcführen. 

Damit sind die oben ad^eBt«Uten BehanptnDgeD be- 



§ 89. EinfOhnuig einer ganzen transzendenten Fonktlon. 

Um eine in der ganzen x-EÜbene gültige Darstellnng 
der allgemeinen Löaung y{x) der Difierentialgleü^Diig (A) 
zu eriialten, fOkren wir die HUfsfonktionen 

(18) C(x) = ~fy{x)dx, 

(19) 0(1) - c/^''^"' 
ein, 80 daB 



tw 



" dx ' 



ist«). 

Die DifTerentialg^eichai^ (A) geht, -venn man 

setzt, in die DifTerentialgleichang dritter Ordnung 

C"+6C" + x = 
mit der Int^^t^gleichmig 

^ + 2C» + *C-:=Const. 

über. Man kann die Integrationskonatante gleich Null an- 
nehmen, da die Funktion ^(x) der Definition^IeichnDg (18) 
zufolge nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. 
Man oat also ffir die Funktion C(x) die Differentialgleichung 

*} Die Fuoktionett C und a stehen zur Funktion y in der- 
selben Beziehung, wie die in der Weieretrafischen Theorie der 
elliptisohen Funktionen mit i und o bezeichneten Funktionen 
zur j)- Funktion. 
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zweiter Oidnung 

(22) ^ + 2r'' + xr-: = 0, 

aas welcher, wenn man dario für C clen Aiudruck (20) setzt, 
eine Dtfferentialgleiohaag dritter Ordnuog fär die 
Funlitioii a(x) hervoigeht 

Igt X = Zo c"> beliebiger Pol von y{x) , eo besteht eioe 
EntwiokloDg 

daraus folgt 

"Die Funktion o{x) verhält sich also an der 8teUe x-^x^, 
die eine Nulleteile für sie ist, regulär. Da a hiernach 
außer x = oo überhaupt keine singulare Stelle besitzt, so 
ist die Funktion a(x) eine ganne transzendente 
Funktion von x, welche sich in eine beständig konver- 
gente Potenzreihe von x entwickeln läßt, deren Koeffizienten 
aus der Differentialgleichung (22) berechnet werden können. 
Die Formel (21) stellt die der Differentialgleichung (A) 
genügende eindeutige Funktion y{x) durch die ganze tians- 
szendente Funktion a{x) dar. 
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Die „Sammlung von arithmetischen und algebraischen 
Fragen und Aufgaben, verbunden mit einem systematischen Auf- 
bau der Begriffe, Formeln und Sätze der Arithmetik' eignet sich 
hauptsächlich für Gymnasien, das erste und zweite Heft der 
„Aufgaben aus der Arithmetik und Algebra für Realschulen" ist 
für Realschulen bestimmt. Letz^enanntes Werk enthält keiner- 
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ihrem Inhalt nach, mehr für Realschüler als für Gymnasiasten 
geeignet. 
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Ausgabe in 3 Bdn. gebunden ä M. 4- 
Jeine Ausgabe gebunden M. 5.—. 

:rTiteJ sagt, handelt es sich hier um kein sti„.„ 

schaltliches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser a 

Gedanken Über Dinge niederselegt liat, die mit der Mathematik in BerUhrung 
stehen und mit denen sich jeder Gebildete oit und gern in «einen Mußestunden 
beschäHlgt. Es sind ungezwunKene, kiiliscli-iiistorisciie Betrachluneen 
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